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1. Relaciones de Problemas

1.1. El Espacio Euclideo. Espacios normados y
métricos.

Ejercicio 1.1.1. Probar que, en cualquier espacio pre-hilbertiano X, el producto
escalar se obtiene a partir de la norma mediante la llamada identidad de polarizacion:

Azly) = lle+yl* —llz —yl* VzyeX

Se tiene que:

o+ yll* = [lo =yl = (@ +ylz +y) — (@ —ylo —y) =
= (zhe] + (zly) + (ylo) + Tl — (o] + (2ly) + (ylo) — Tohsed = 4(=ly)
donde he usado que (z|y) = (y|z) por ser simétrica, y que ||z|| = \/(z|z).

Ejercicio 1.1.2. Si X e Y son espacios pre-hilbertianos, es una sana costumbre
denotar ambos productos escalares por (+|-) y ambas normas asociadas por ||-||. Sea
f X — Y una aplicacién lineal que preserva la norma, es decir,

1f @) = ll=]]

Probar que entonces f también preserva el producto escalar:

(f(2) | f(y)) = (zly) Vo,yeX

Tenemos que:

4(aly) 2 e+l Pl o=yl P = [ F @)l P =P = [|F@)+F Q)P @)~ F @) =
DA @) W) = (ly) = (f@)]f W)

donde en (%) he aplicado el ejercicio anterior; y he aplicado que por ser f una
aplicacion lineal se tiene que f(z +vy) = f(x) + f(y).

Ejercicio 1.1.3. Probar que todo espacio pre-hilbertiano X de dimension N € N,
se identifica totalmente con el espacio euclideo N-dimensional; es decir, existe una
biyeccién lineal f: X — RN que preserva el producto escalar:

(f@)[f () = (zly) Vo,yeX

b}
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En este sentido podemos decir que el espacio euclideo N-dimensional es el tinico
espacio pre-hilbertiano de dimension N.

Sea Bx una base ortonormal de X, y Bg una base ortonormal de R,
BX:{Ul,...,?Jn} BR:{el,...,en}

Entonces, definimos f : X — R" forma lineal de forma que los vectores de una
base de aplican en los de la otra base. Es decir, f(v;)) =¢;, Vi=1,...,n. Como
es una forma lineal y se aplica base en otra base, tenemos que es una biyeccién lineal.

Sea x,y € X tal que x = Y a;v;, y = Y. bv;. Comprobemos que preserva el
i=1 i=1
producto escalar.

(f(x)|f(y)) = (f (Z awz‘) ‘ f (Z bz‘“z’)) = (Z ai f (Uz')

i=1 =1

=1

Zbif (%)) =
wai) = (z]y)

donde en () he aplicado que las bases escogidas son ortonormales; por lo que el
producto escalar de dos elementos es la suma del producto de sus componentes
expresadas en la correspondiente base.

n

zn: bzez) (;) zn: aibi (*:) (Z a;vV;
i=1 i=1 1

1=

Ejercicio 1.1.4. Probar que, en todo espacio pre-hilbertiano X, se verifica la iden-
tidad del paralelogramo:

lz +ylI” + e = yl* = 2|2)* + 2|lyl*  Vz,y e X

Interpretar geométricamente el resultado.

llz+yl "+l = yl* = [l +1lyl* +2(ly) + ] * + [ lyl* — 2(zly) = 2[|«|* +2[y]]*

Geométricamente, tenemos que la suma de los cuadrados de los lados de un parale-
logramo equivale a la suma de los cuadrados de las diagonales.

Ejercicio 1.1.5. Para cualquier espacio pre-hilbertiano X, discutir la posibilidad
de que la desigualdad triangular sea una igualdad, es decir, encontrar la condicién
necesaria y suficiente que deben cumplir dos vectores x,y € X para verificar que
lz +yll = =[] + [ly]-
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La demostracion de la desigualdad triangular parte de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz:
)l < Nzl Iyl Vo,y e X

Ademas, tenemos que la igualdad se da solo en el caso de que sean linealmente
dependientes.

Demostramos ahora la desigualdad triangular a partir de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

(1) 2)
|z 4+ ylI? = [l2]|* + [[yl® + 2(=y) < [|2|* + [lyl|* + 2[(z]y)] <
@) )
< el 2+ [yl + 20| [yl = (=] + [yl])

Por tanto, tenemos que se da la igualdad si y solo si se dan las igualdades en (1)
y (2).

» La igualdad en (1) se da si y solo si (z]y) > 0.

» Laigualdad en (2) se da siy solo si se da la da desigualdad en Cauchy-Schwarz;
y esta se da si y solo si {z,y} son linealmente dependientes.

Por tanto, tenemos que se da la igualdad si y solo si ambos vectores son lineal-
mente dependientes y ademas su producto escalar es positivo.

Ejercicio 1.1.6. Discutir la posibilidad de que la desigualdad triangular para la
norma de la suma en R sea una igualdad, es decir, encontrar la condicién necesaria
y suficiente que deben cumplir dos vectores x,y € R para verificar la siguiente
igualdad: ||z + y||1 = ||z][1 + [|y]|1-

En primer lugar, como la norma 1 no procede de ningtin producto escalar, te-
nemos que no son aplicables los resultados del ejercicio anterior. Demostramos por
tanto la desigualdad triangular en el caso de la norma 1:

N N
e +ylh =D lox+ul <Y loel + luel = llells + llyllz,  Va,y €R”
k=1 k=1

Por tanto, tenemos que se dara la igualdad triangular si y solo si se cumple que
|zx + ye| = |zk| + |yk], Vk € Ayn. Para que esto ocurra, es necesario y suficiente lo
siguiente:

Tr, Y = 0, Vk € Ay

Ejercicio 1.1.7. Probar que, para N > 1 , no existe un producto escalar en RY
cuya norma asociada sea la de la suma, y que lo mismo le ocurre a la norma del
maximo. Probar también que, en el espacio vectorial C[0, 1] , las normas || - ||; ¥
|| - ||s 1o son las asociadas a ningtin producto escalar.

Tenemos que en todo espacio pre-hilbertiano X se cumple la identidad del para-
lelogramo:

2l|2]* + 2[lyl]* = [lz + yl* + lo = ylP, Va,y € X

7
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Busquemos contraecjemplos que demuestren que eso no es cierto para X = R"
con la norma 1 y la del maximo. Sean los valores siguientes:

x=(1,...,1) r+y=1(0,2,...,2)
y=(-1,1,...,1) r—y=1(2,0,...,0)

Veamos que no se cumple la identidad del paralelogramo en R™ para la norma 1
y el maximo:

2||2[[F + 2[lyllt = 2n* + 20° = 4n® £ [2(n — D]* + 22 = ||lo + y[§ + [lo - [T
20lzl3 +2lyllze =217 +2- 17 =4 # 8 =2+ 2" = [[x + yll5 + |lz — yll%

Por tanto, en R™ con la norma 1 y la norma del maximo no se cumple la iden-
tidad del paralelogramo. Por tanto, no existe un producto escalar asociado a dichas
normas.

Vedmoslo para el caso de C[0, 1]. Sean los valores siguientes:

0€[0,1] (f+9)(x) =cosxz+senz >0 € [0,1]
0€0,1] (f —g)(z) =cosz — senx

f(x) =cosx >
g(x) =senx >
Veamoslo para el caso de la norma 1:

1 1
||f||1:/ lcos | dr = sena]l = senl ||g||1:/ [sena| do = —cosa]! = —cos 1 + 1
0 0

1
I|f + gl —/ |senz + cos x| dr = senz — cosa]) = senl—cos1+1
0

1 z 1
||f—g||1:/ | cos x — sen x| da::/ COS T — Sen x d:zc—l—/ senz — cosx dr =
0 0 z

™

— senx + cos x|} +[—cosz —senz]r = V2 —1—cosl —senl+ V2

4

Escribimos ahora la identidad del paralelogramo para la norma 1:

21112+ 2/gl|2 =2 -sen21+2- (1 — cos1)? #
# (L+senl—cos1)’ +(2V2—1 - cos1 —sen1)” = |If +gll} + |1 ~ g1}

Por tanto, en C[0, 1] con la norma 1 no se cumple la identidad del paralelogramo;
por lo que no existe un producto escalar asociado a dicha norma. Veamoslo para la
norma del maximo.

|| fllooc = méx {cosa} =1 [|9]]cc = méx {senz} = sen 1
z€[0,1] €[0,1]
) T
[|f 4 glloc = max {cosx +senz} = (f + g) (_> =2
x€[0,1] 4
I|f = glloc = méx {|cosz —senzx|} =1
x€[0,1]

Escribimos ahora la identidad del paralelogramo para la norma del maximo:
2/ f11% +2llgll% = 2(1 +sen’ 1) #3 =2+ 1% = |[f + gl + || — gll>

Por tanto, en C[0, 1] con la norma del maximo no se cumple la identidad del para-
lelogramo; por lo que no existe un producto escalar asociado a dicha norma.

8
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Ejercicio 1.1.8. Sea X un espacio vectorial y sean p, v : X — R dos normas en X.
En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién [|-|| : X — R , definida
para todo x € X en la forma que se indica, es una norma en X:

L 2]l = p(e) + v():

Comprobamos las tres condiciones:

» ||z]| = p(x)+v(z) = 0 por ser la suma de términos no-negativos. Ademas,
se tiene que ||z]] =0 <= p(z) =v(z) =0<= 2 =0.

= |[Az]] = p(Ar) +v(Az) = A [u(z) + v(z)] = A [|2]]

Az +yll = ple+y) +rle+y) < ple) +v(@) + ply) +v(y) = [l + [yl

2. |lz]| = max{p(z), v(z)}
Comprobamos las tres condiciones:

v ||z|| = max{p(z), v(x)} = 0 por ser p(z),v(z) > 0. Ademds, se tiene que
2|l = 0 = pu(z) = v(z) = 0 =z =0.

v(z
o [Ae]] = méx{p(Ar), v(Az)} = max{|A| p(2), [N v(z)} = [A] méx{p(z),v(2)}
y, por la definicién de la norma, |A| ||z||.

= Probamos la desigualdad triangular:

|z +yll =max{p(z + y), v(z + y)} <max{p(z) + ply), v(z) +v(y)} <

(gméX{u(w), v(x)} +max{u(y), v(y)} = ||l + [lyl|

donde en (x) he aplicado lo siguiente:

3. ||zl = [u(x)? + v(z)}]'"?

Comprobamos las tres condiciones:

s ||z = [u(@)? + v(2)?]? > 0 por ser rafz de la suma de términos no-
negativos. Ademads, se tiene que ||z|| = 0 <= p(z) = v(r) =0 <= =
0.

o 2] = [u(A2)? + va)Y? = N (u(2)? + v(2)?)]) 2 = 7] 2.

» Verificamos la desigualdad triangular:

o+ | = [l +)* + vz +9)?]* <
< (1) + 1)) + (o) + ()] <
< [u@)? + v(@)?] + [u)? + v(y)?])"* = el + lyll

9
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Comprobemos la desigualdad de (x):

V(@) + p(y)? + () +v(y)? < Vile)? +v(@)? + Vuy)? + v(y)? <
=) + p)® + () + vy)]? < p@)? +v(e)® + ply)® + viy)+
+ 2\/ (1(x)? +v()?) (u(y)? + v(y)?) =
=2[u(x)uly) + v(z < 2/ ()2 + v(2)?) (u(y)? + v(y)?) <
@W+M+ 2u(w) p(y)v(x)v(y) < plePry)” + viEruy)’ +
+ () v (y)? + v(z)’uly)
=0 < [u(@)v(y) — v(z)uy))?

Ejercicio 1.1.9. Probar que la funcién p : R x R — R definida por:
p(fE,y):|y—ZE|l/2 vxvyeR

es una distancia en R.
Comprobemos las tres condiciones para que sea una distancia:

1. p(z,y) = |y — z|"? > 0 trivialmente. Ademas, p(x,y) = |y — 2|*/? = 0 =
y=z.
|1/2

2. pla,y) = |y —x['* = p(y, =) = [x — y['/* ya que, en R, se tiene que |y — x| =

|z —yl.

3. pz,2) < p(x,y) + p(y, 2).

|1/2

()
pla.2)=lz—a[P=z—a+y—y"’=V]y—a+z—yl <Vly—al+]z—y| <

(*)
<V —z[+ ]z =yl = plz,y) + oy, 2)

donde en (x) he aplicado que, Ya,b € R, se tiene que:
Va+tb < Va+Vh < a+b < a+b+2Vab < 0 < 2Vab

Ejercicio 1.1.10. Sean X un espacio normado, Y un espacio vectorial y f : Y — X
una aplicacién lineal e inyectiva. Probar que, definiendo

Il =1fWll,  yeY

se obtiene una norma en Y. Establecer un resultado analogo para espacios métricos.

Demostramos que la norma asi definida efectivamente es una norma.

w |ly|| = ||f(y)|]|] = 0 por ser ||f(y)|| una norma vectorial. Ademads, se tiene
que |ly|l| = ||f(y )H =0 <= f(y) = 0 < y = 0, donde la tultima doble
implicacién se debe a que f es inyectiva.

= |[Ayll = [If(Ay)l|. Por ser f lineal, tenemos que [|f(Ay)l| = [[Af(y)ll, y por
ser esta una norma en X, tenemos que [|Af(y)|| = |A| ||f(y)||. Por hipétesis,

tenemos que |A| ||f(v)|| = |\l ||y]], por lo que se tiene que ||Ay|| = |A| ||y]]-

10



Analisis Mateméatico I ~ 1.1. El Espacio Euclideo. Espacios normados y métricos.

= Comprobemos la desigualdad triangular:

2+l = [1£( + )l 2 11£@) + £ < NF@I+ 1F@ = Nzl + 1y

donde en (x) hemos empleado que f es una aplicacién lineal.

El resultado analogo para espacios métricos es:

Sean X un espacio métrico, Y un conjuntoy f : ¥ — X una aplicacion inyectiva.
Probar que, definiendo

dly.y)=dlf(w). f¥)), yy ey

se obtiene una distancia en Y. Demostrémoslo:

» d(y,y') = d[f(y), f(¥')] = 0 por ser d[f(y), f(¥')] una distancia. Ademés, se

tiene que d(y,y’) = d[f(y), [(¥)] = 0 <= f(y) = f(¢y') &= y =¥/, donde la
ultima doble implicacion se debe a que f es inyectiva.

» La simetria se obtiene trivialmente por ser d[f(y), f(¢/)] una distancia en X.

= Comprobemos la desigualdad triangular:
d(y,y') = df(y), f()] < dlf(y), [(2)] + dlf (2), f ()] = d(y, 2) + d(z,9/)

Notese que para los espacios métricos no se impone que Y sea un espacio vectorial
ni que f sea una forma lineal inyectiva. Tan solo se imponen que X sea un conjunto
e Y una aplicacién inyectiva.

11
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1.2. Topologia de un espacio métrico

Ejercicio 1.2.1. Probar que, en todo espacio métrico, la distancia queda deter-
minada cuando se conocen las bolas abiertas. En el caso particular de un espacio
normado, probar que la norma queda determinada cuando se conoce la bola abierta
unidad.

Sea el espacio métrico (F,d). Sean z,y € F, y definimos el siguiente conjunto
A={eeR"|ye B(x,e)}. Tenemos que A no es vacio, ya que lim B(z,e) = E.
E—r0O0

Por tanto, por el Teorema del [nfimo tenemos que Jdinf A. Demostramos que:
d(z,y) = inf A = inf{e e R" | y € B(z,¢)}

Para ello, vemos en primer lugar que d(z,y) es un minorante de A. Demostra-
mos por reduccién al absurdo, suponiendo que Jp € A | p < d(z,y). Entonces, por
definicién de A se tiene que y € B(x,p) C B(z,d(z,y)). Por tanto, se tiene que
y € B(z,d(z,y)), por lo que d(z,y) < d(z,y), siendo esto una contradiccién.

Por tanto, d(z,y) < &, Ve € A. Veamos ademds que I{e,} — d(z,y), con
en € A, Vn € N. Sea ¢, :=d(x,y) + % Comprobemos que ¢, € A, Vn € N:

En = d(l’ay)ﬂj €cA<—yeB (w,d(x,y) + ﬁ) — d(z,y) < d(x,y)—i—g —0<

Ademas, tenemos que es trivial que {e,} — d(z,y). Por tanto, por la caracteri-
zacion del infimo con sucesiones, tenemos que

d(z,y) =inf A =inf{e e R" |y € B(z,¢)}

Hemos demostrado que, a partir de las bolas abiertas, podemos conocer la dis-
tancia entre dos puntos arbitrarios de FE.

En el caso del espacio normado, tenemos que ||z|| = d(z,0) = d(0, x). Entonces:
||| = inf{e € R* | 2 € B(0,¢)} = fuf {g e R* | < € B(0, 1)}
5

donde la primera desigualdad se debe a lo ya demostrado, y la segunda se debe a
que:

r € B(0,e) <= ||z|| < e <= HEH <l g € B(0,1)

Ejercicio 1.2.2. Sea X un espacio normado, z,y € X y r,p € R*. Probar las
siguientes afirmaciones. jSon ciertos los resultados andlogos en un espacio métrico
cualquiera?

L B(z,r)NB(y,p) # 0 <= [ly —z|[ <7+ p.

Al ser un espacio normado, podemos considerar la distancia correspondiente
a la norma: d(z,y) = ||y — z||, Y,y € X. Entonces:

12

S|



Analisis Matematico I 1.2. Topologia de un espacio métrico

=) Sea z € B(x,r) N B(y, p). Entonces,
ly = zf| = d(z,y) < d(z,2) +d(y,z) <r+p

<=) Suponemos ||y —z|| = d(z,y) < r+ p, y buscamos z € B(z,r) N B(y, p).

Consideramos z := Az + (1 — A\)y punto arbitrario del segmento que uno
x e y. Veamos que I\ € R tal que z estd en la interseccion. Supongamos
que lo estd y veamos si existen dichos valores de .

z€ B(r,r) = d(z,z) <r=d(z, e+ (1 = N)y) <r =
= 1= Ny— (1 =Az)z]| =1 =Nz —y| <r =

— - <)
Iz =yl
2 € Bly,p) = d(y,z) <p=d(y, Az + (1 = N)y) < p=
p
= Az =y =AMz -yl <p= A<
|z —yll
Por tanto, tenemos que
_ L . L
lz =yl [l
Dicho valor de A existira si y solo si 1 — T P Vedmoslo:

< .
lz =yl [z —yll
r p

1— <
|z =yl [z =yl

-yl -r<p=lr—yl<r+p

Que es cierto por hipotesis. Por tanto, tenemos que la interseccion no es
nula.

Este resultado no es cierto para un espacio métrico cualquiera. Sea (X, dgisc)-
Entonces By (0,2) = {0}, B» (1,2) = {1}. Se tiene que la interseccién es nula.
No obstante,

3 3 3
d0,1)=1<>4+2=2
2. B(y,p) C Bla,r) <= [ly —z|[ <7 —p.
=) Sea z=1x + Hyi—xu(y — z) un punto arbitrario de
r , —x ,
Como ||z —z|| = |7——(y —2)|| =" = r’ < r, tenemos
ly — || ly — ||

que 2 € B(y, p).

Al ser B(y, p) C B(x,r), tenemos que z € B(z,r). Es decir, ||z — x| < r.
Entonces:
Iz — |

TERMINAR

13
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<=) Sea z € B(y, p), es decir, d(y, z) < p. Veamos que d(z,z) < 7.
d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) <r—p+p=r
Por tanto, tenemos que z € B(x,r), por lo que se da la inclusién buscada.

Este resultado no es cierto para un espacio métrico cualquiera. Sea (X, dg;sc)-
Entonces By (0,1) = {0}, B, (0,2) = {0}. Se tiene trivialmente que

B1(0,1) = {z} C {a} = B, <o, 2)

No obstante,

3 1

Ejercicio 1.2.3. Dar un ejemplo de una familia numerable de abiertos de R cuya
interseccion no sea un conjunto abierto.

Dado x € R, sea la familia {]x — %,I + %[}%N que, como N es numerable, el
conjunto también lo es. Es directo ver que su interseccién es {z}, el cual no es un
abierto porque fle € R* tal que B(x,¢) =]z — e,z + ¢[C {z}.

Ejercicio 1.2.4. Si A es un subconjunto no vacio de un espacio métrico F con
distancia d, se define la distancia de un punto x € E al conjunto A por

d(z,A) = inf{d(z,a) | a € A}
Probar que A = {x € E | d(x, A) = 0}.
C) Seax € A C E. Entonces, B (ZE, %) NA#(, Vn € N. Entonces, sea z, € A tal
que

1

< d ) “n -

0 (x,2,) < -
Por el lema del Sdndwich, tenemos que {d(z, z,)} — 0. Ademds, como se tiene

que 0 < d(z,a) Va € A, tenemos que 0 es un minorante del conjunto. Por
tanto, por la caracterizacién del infimo con sucesiones®, tenemos que

0 =inf{d(z,a) |a € A} =d(x, A).

D) Seax € FEtalqued(z, A) =0 = inf{d(z,a) | a € A}. Entonces, H{d(zx, z,)} — 0,
con z, € A Vn € N. Por tanto, 3{z,} tal que Ve € RT, Im € N tal que,
tomando n > m, entonces d(z, z,) < €.

Por tanto, 3{z,} tal que Ve € R*, Im € N tal que, si n > m, entonces
zn € B(x,¢), z, € A. Entonces, ANB(x,¢) # () Ve € R, y, consecuentemente,
x € A

Ejercicio 1.2.5. Sea X un espacio normado, z € X y r € RT, probar que

'El infimo de un conjunto es el tinico minorante que es limite de una sucesién de elementos del
conjunto.
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1. B(z,r) = B(x,r),

C) Tenemos que B(z,r) C B(z,r) € C. Entonces, como B(xz,r) es el minimo
cerrado que contiene a B (x,7), y las bolas cerradas son cerrados, tenemos
que B(x,r) C B(x,r).

D) (Opcién que usa la caracterizacién secuencial del cierre).

Tenemos que y € B(z,r) siy solo si H{y,} — v, con d(x,y,) <r¥n e N.

Sea y € B(x,7), es decir, d(z,y) < r. Entonces, definimos la sucesion
{y.} = {y — X(y — 2)}. Tenemos claramente que {y,} — y. Veamos que

d(x,y,) <rVneN:
-3

< (1 - %) d(x,y) < d(x,y) <r

d(z, yn) =d<w,y—%(y—x)) = Hy—x—%(y—ﬂf)

<

Por tanto, tenemos que existe la sucesién buscada, por lo que y € B(x, 7).

D) Hemos de demostrar que B(z,r) C B(z,r). Tenemos que
B(x,r) = B(z,r) 1% S(x,7)

En el caso de y € B(x,r), tenemos claramente que B(z,r) C B(z,r).

En el caso de y € S(z,r), veamos que y € B(z,r), es decir hay que com-
probar que B(y,e)NB(x,r) # 0, Ve € RT. Por el apartado 1 del ejercicio
1.2.2, tenemos que esto se da siy solo si ||z —y|| < r+e, lo cual es cierto
ya que ||z —y|| = r, por lo que S(z,r) C B(z,7).

Por tanto, como ambos conjuntos son subconjuntos de B(x,r), se tiene
de forma directa.

2. B(z,r) = [B(z,r)]°

C) Como las bolas abiertas son abiertos métricos, tenemos la siguiente igual-
dad: B(x,r) = [B(z,7)]°. Ademds, tenemos que:

Bz, =\ {UeT|UcCB@r} [Ban]" =(J{VveT|VcB@r)}

Como B(z,r) C B(z,r), tenemos que B(z,r) = [B(z,7)]° C [B(x,7)]",
teniendo por tanto esta inclusion.

D) Seay € [B(x, 7’)}0. Entonces, 3e € R* tal que B(y,¢) C B(x,r). Entonces,
por el ejercicio 1.2.2; apartado 2, tenemos que ||z — y|| < r —e < r. Por
tanto, d(z,y) < r, por lo que y € B(z, 7).

Deducir que Fr(B(z,r)) = Fr(B(xz,r)) = S(x,7).
Fr(B(z,7)) = B(x,r) \ [B(z,7)]° = B(xz,r)\ B(z,r) = S(z,7)

Fr(B(z,7)) = B(x,r)\ @(m,r)}o B(x,r)\ B(x,r) = S(z,7)

2Simbolo de unién de disjunta.
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donde he empleado que U € T <= A = A° y C € Cy <= C = C; junto que las
bolas abiertas son abiertos métricos, y las bolas cerradas son cerrados métricos.

.Son ciertos estos resultados en un espacio métrico cualquiera?
No. Sea (X, dys.) espacio métrico asociado a la distancia discreta. Entonces,
tomamos B(0,1) = {0}. Tenemos que B(0,1) = X. No obstante, en el primer caso

B(0,1) = {0} # X, y en el segundo caso [B(z,r)]° = X° = X por ser este un
abierto.

Ejercicio 1.2.6. Para un intervalo J C R, calcular los conjuntos J°, J, J'y Fr.J .

Sean a,b € R, a < b. Calculamos en primer lugar el interior para los distintos
intervalos:

Ja,b[ = [a7b]o = [a, b[o = la, b}o = la, b[o
| — 00, b{ = |00, B = |00, b
Ja, +o00[ = [a, +00[” = Ja, +oo[’
R = [R]*

Calculamos ahora el cierre de los distintos intervalos:

[a,b] = [a,b] = [a,b] =]a,b] =]a,b|

| —00,b] =]—00,b] = ]—00,b]
[a, +oo[ = [a, +oo[ = |a, +o0
R=R

Veamos ahora el valor de J'. Tenemos que el conjunto de los puntos aislados es
J\ J'. Como un intervalo no tiene puntos aislados, tenemos que .J \ J' = (), por lo
que J = J' para todo J intervalo.

Veamos el valor de la frontera:

{a,b} = Fr[a,b] = Frla,b] = Fr]a,b] = Fr]a, ]
{b} = Fr|—o00,b] = Fr]—o0, ]
{a} = Fr[a, +oo] = Fr]a, +o0|
=FrR

Ejercicio 1.2.7. En el espacio métrico R y para cada uno de los conjuntos N, Z, Q y
R\ Q, calcular su interior y su cierre, sus puntos de acumulacion, sus puntos aislados
y su frontera.

Numeros naturales N:
1. N° =0, ya que fie € R* | B(x,¢) =]z —e,2 +¢[ CN.
2. N=N,yaquepara0 <e <1, B(z,e)NN# <=z €N

3. N' =0, yaquesi 0 <e<1€R*, entonces B(z,e) NN\ {z} = 0.
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4. N\N =N.

5. Fr(N) = N\ N° = N.

Numeros enteros Z:

1. Z° =0, ya que fc € R | B(z,¢) =|v —¢,v +¢[ C Z.

2. Z=7Z,yaquepara 0 <e <1, B(z,e) NZ# D= 1 € Z

3. Z' =0, yaquesi0<e<1eRT entonces B(z,e)NZ\ {x} = 0.
4. Z\7 = 7.

5. Fr(zZ)=7\7° =7.

Nuimeros racionales Q:

1. Q° =0, yaque fc € RT | B(z,e) =jv —e,x+¢[ C Q.

2. Q=R,yaque B(z,6)NQ =]z — ¢, +¢[NQ # ) Ve € R <= 1z € R, ya que
entre dos reales hay infinidad de racionales.

3. =R, yaque B(z,e)NQ\ {z} #0 VecR",z€Q.

4. Q\Q = 0.

5. Fr(Q) =Q\Q° =R,

Niimeros irracionales R \ Q:

1. [R\Q]° =0, ya que e € R* | B(z,¢) =]z — ¢,z +¢[ C [R\Q].

2. [R\ Q] =R, yaque B(z,e)N[R\ Q] =]z —¢,z+e[N[R\ Q] # 0 Ve € RT <
x € R, ya que entre dos reales hay infinidad de irracionales.

3. [R\Q]' =R, ya que B(z,e) N[R\Q]\ {2} #0 Ve cR* zcQ.
4. R\Q\[R\ Q' =0.

5. Fr(R\Q]) = R\ Q] \ [R\ Q" =R.

Ejercicio 1.2.8. Si un subconjunto A de un espacio métrico E verifica que A" = (),
probar que la topologia inducida por E en A es la discreta. ;Es cierto el reciproco?

Recordamos que Ty = {UNA | U € T}. Ademds, tenemos que el conjunto
de puntos aislados de un espacio métrico es A\ A’. Como A’ = (), tenemos que el
conjunto de puntos aislados es A D A, por lo que todo punto de A es aislado.

Por tanto, Vo € A, Je € RT tal que AN B(z,e) = {x}. Entonces, tenemos que
AN Ba(x,e) = {x}. Tenemos que A € Ty y Ba(z,e) € Ta, por lo que {z} € Ty por
ser la interseccion de dos abiertos. Ademds, como la union arbitraria de abiertos es
abierta, tenemos que, Tgisc = P(A) C Ta.
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Ademas, trivialmente se tiene que T4 C P(A) = Tgise- Por doble inclusion, se
tiene que T4 = Tgise.

El reciproco indica que, dado A C E, con Ty = Tgise = A’ = (). Veamos que no
es cierto. Sea E = R espacio métrico, y consideremos A = {l, n e N} CR.

Para ver que Tgs. C Ta, Veamos que { } € Ta V € A, es decir, 3¢ € R" tal
que B (1, e)NA= {1} Parae < -1 — 1 tenemos que

d 1 1 1 1>
— — __/5
n'n—1 n—1 n
d 1 1 1 1 >1 1 S
J— — —_ — —_ /5
n'n+1 n n+l" n n-1
Por tanto, tenemos que paraegﬁ—%se da. Por tanto, {x} € T4 Vo € A. Como

las uniones arbitrarias de abiertos es abierto, tenemos que Tgse = P(A) C Ta. La
otra inclusion es trivial, por lo que tenemos que ambas topologias son iguales.

Veamos ahora que A’ # (), ya que 0 € A’. Como {%} — 0, por definicién de
convergencia en R tenemos que Ve € R*, dng € N tal que si n € N, n > ny,
entonces d (%, 0) < e. Entonces, tenemos que Ve € RT se tiene que

B(0,e) N (A\{0}) =B(0,e) N A = {%, n}no} £0=0€eA.

Ejercicio 1.2.9. Sean {z,} e {y,} sucesiones convergentes en un espacio métrico
E con distancia d. Probar que la sucesién {d(x,,y,)} es convergente y calcular su
limite.

Por ser ambas sucesiones convergentes, tenemos que:

{z,} = 2= d(z,,2) =0
{vn} =y = d(yn,y) = 0

Ademas, aplicando las propiedades de la distancia, tenemos que:
< |d(@p, ) — d(z, y)| < d(zn, y) < d(@p, @) +d(z,y) Vn€eN

Tomando limites y por el Lema del Sdndwich, tenemos que {d(z,,vy)} — d(z,y).
Vemos ahora lo siguiente:

Tomando limites, por el Lema del Sandwich y sabiendo que {d(z,,y)} — d(x,y),
tenemos que

{d(wn, yn)} — d(z,y).

N N
Ejercicio 1.2.10. Sea E = [] Ej un producto de espacios métricosy A = [[ Ax C E,
k=1 k=1

N _ N __
donde Ay, C Ej para todo k € Ay . Probar que A° = [[ Ay y A = [] Ax. Deducir
k=1

k=1
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que A es un abierto de F si, y sélo si, Ay es un abierto de EFj para todo k € Ay
mientras que A es un cerrado de FE si, y sélo si, Ay es un cerrado de Ej para todo

ke Ay.
TERMINAR

N

r€ A= Hx,} -z, ConxneA:HAk<:>
k=1

<~ Hua,(k)} = x(k), con x,(k) € Aj, <=

<« x(k) € Ay
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1.3. Continuidad y limite funcional

Ejercicio 1.3.1. Sean E y F espacios métricos y f : E — F una funcién. Probar

que f es continua si, y sélo si, f (Z) C f(A) para todo conjunto A C E.

Ejercicio 1.3.2. Dado un subconjunto A de un espacio métrico E, la funcién ca-
racteristica de A es la funcion y, : £ — R definida por:

xalx)=1 Ve e A y xa(z) =0 Vz e E\ A

Probar que x4 es continua en un punto = € FE si, y sélo si, z € A° U (E \ A)°.
Deducir que x4 es continua si, y sélo si, A es a la vez abierto y cerrado.

Ejercicio 1.3.3. Si E y F son espacios métricos, se dice que una funcion f : £ — F
es localmente constante cuando, para cada x € E, existe U € U(x) tal que f!U es
constante. Probar que entonces f es continua. Dar un ejemplo de un conjunto A C R
y una funcién localmente constante f: A — R, cuya imagen f(A) sea un conjunto
infinito.

Ejercicio 1.3.4. Sea E un espacio métrico con distancia d y A un subconjunto no
vacio de E. Probar la continuidad de la funciéon f : £ — R dada por

fx) =d(z, A) ¥ mf{d(z,a) |a€ A} VzeE

Ejercicio 1.3.5. Sea E un espacio métrico con distancia d, y consideremos el espacio
producto E x E. Probar que, Vr € R{, el conjunto {(z,y) € E x E | d(z,y) < r}
es abierto, mientras que {(z,y) € E x E | d(z,y) < r} es cerrado. En particular
se tiene que la diagonal A(E) = {(x,z) | * € E} es un conjunto cerrado. Deducir
que, si F' es otro espacio métricoy f,g : E — F son funciones continuas, entonces
{r € E| f(z) = g(z)} es un subconjunto cerrado de FE .

Ejercicio 1.3.6. Sean F, F espacios métricos y f : E — F una funcién continua.
Probar que su gréfica, es decir, el conjunto Gr f = {(z, f(z)) | = € E} es un
subconjunto cerrado del espacio métrico producto £ x F.

Ejercicio 1.3.7. Sea E un espacio métrico e Y un espacio pre-hilbertiano. Para
f,g € F(E,Y), se define una funcién h € F(F) por h(z) = (f(x) | g(x)) para todo
x € F . Probar que, si f, g son continuas en un punto a € F , entonces h también
lo es.

Ejercicio 1.3.8. Sea F un espacio métricoy f, g : E — R funciones continuas en un
punto a € E . Probar que la funcién h : E — R definida por h(x) = max{f(x), g(z)}
para todo x € E, también es continua en a.

La clave es expresar h de la siguiente manera:

() = mix{F(x), g()} = 5 (f() +9o) + |f(x) ~g())  VaeE

Como f, g son continuas en a, entonces f + g y f — ¢g también lo son. Ademas, el
valor absoluto es una funcién continua en R, por lo que |f — g| es continua en a. Por
tanto, h es continua en a.
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Ejercicio 1.3.9. Probar que si Y es un espacio normado, E un espacio métrico y
f+ E — Y una funcién continua en un punto a € F | entonces la funciéon g : £ — R
definida por g(z) = || f(z)|| para todo x € E , también es continua en el punto a.

Ejercicio 1.3.10. Probar las siguientes igualdades:

2 2
Lt @Y
(x,y)—(0,0) $2+y2

4 .4
5 lm log(1+ z* 4+ y*)

=1
(2,4)—(0,0) xt + o
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1.4. Compacidad y conexién

Ejercicio 1.4.1. Probar que dos normas definidas en un mismo espacio vectorial,
que dan lugar a los mismos conjuntos acotados, han de ser equivalentes.

Ejercicio 1.4.2. Dado un subconjunto A de un espacio normado, probar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A esta acotado.

2. Si{a,} es una sucesién de puntos de A y {\,} una sucesién de nimeros reales
tal que {\,} — 0, entonces {\,a,} — 0.

Qn

3. Para toda sucesion {a,} de puntos de A se tiene que {—} — 0.
n

a ., .
. Significa esto que si {—n} — 0, entonces la sucesion {a,} estd acotada?

n
Ejercicio 1.4.3. Probar que todo espacio métrico finito es compacto. Probar tam-
bién que, en un conjunto no vacio E con la distancia discreta, todo subconjunto
compacto de E es finito.

Ejercicio 1.4.4. Sea {x,} una sucesién convergente de puntos de un espacio métrico
y « = lim x,. Probar que el conjunto A = {z,, : n € N} U {z} es compacto.
n—oo

Ejercicio 1.4.5. Probar que, si E es un espacio métrico compacto, y A es un
subconjunto infinito de E, entonces A’ # ().

Ejercicio 1.4.6. Sea E un espacio métrico con distancia d y K un subconjunto
compacto de E. Probar que, para cada x € FE, existe un punto k, € K tal que
d(x,k;) < d(x, k) para todo k € K.

Ejercicio 1.4.7. Sea A un subconjunto cerrado de RY y consideremos en RY cual-
quier distancia d que genere la topologia usual. Probar que, para todo x € RY, se
puede encontrar un a, € A, tal que d(z,a,) < d(z,a) para todo a € A.

Ejercicio 1.4.8. Sea F' un conjunto no vacio con la distancia discreta. Probar que
si E/ es un espacio métrico conexo, toda funcién continua de E en F' es constante.

Ejercicio 1.4.9. Probar que, en todo espacio métrico, el cierre de un conjunto
CONEXO €s CONEexo.

Ejercicio 1.4.10. Probar que el conjunto A = {(z,y) € R? : zy > 0} es conexo
pero A° no lo es.

Ejercicio 1.4.11. Sea X un espacio normado. Probar que para cualesquiera z,y €
X \ {0} se tiene

|2 o] 2l

- llyl ]

Deducir que la funcién ¢ : X\{0} — X, dada por ¢(x) = Hx_H para todo z € X\ {0},
T

es continua.

Ejercicio 1.4.12. Probar que, si X es un espacio normado de dimension mayor que
1, el conjunto X \ {0} es conexo. Deducir que la esfera unidad dada porla ecuacién
S(0,1) ={z € X : ||z|| = 1} es un conjunto conexo.
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1.5. Complitud y continuidad uniforme

Ejercicio 1.5.1. Probar que, en cualquier espacio métrico, toda sucesién de Cauchy
esta acotada.

Ejercicio 1.5.2. Probar que todo espacio métrico compacto es completo.

Ejercicio 1.5.3. Sea f : R — R una funcién continua e inyectiva. Probar que
definiendo

p(r,y) = |f(x) = fly)] Vr,yeR

se obtiene una distancia en R, equivalente a la usual. ;Cuando es p completa?

Ejercicio 1.5.4. ;Qué se puede afirmar sobre la composicién de dos funciones uni-
formemente continuas?

Ejercicio 1.5.5. Dado un espacio normado X # {0}, probar que la funcién

f: X\{0} — X

T b
]

no es uniformemente continua. Sin embargo, probar también que, para cada § € RT,
la restriccién de f al conjunto {x € X : ||z|| > 0} es una funcién lipschitziana.

Ejercicio 1.5.6. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico F y la

siguiente funcion:
f+ F — R
r +—— inf{d(z,a):a€ A}

Probar que f es no expansiva.
Ejercicio 1.5.7. Dado y € RY se define T}, € L(R",R) usando el producto escalar
en RY:
T,2)=(aly)  VeeRY
Calcular la norma de la aplicacién lineal T}, considerando en RY:
1. La norma euclidea
2. La norma del maximo

3. La norma de la suma

Ejercicio 1.5.8. Consideremos los espacios normados X = R" con la norma de la
sumay Y = RY con la norma del maximo. Denotando como siempre por {ey, : k € N}
a la base usual de R, probar que, para toda T € L(X,Y), se tiene:

1T = max{| (T(e;) | ex) | : 3,k € An}
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1.6. Diferenciabilidad

Ejercicio 1.6.1. Probar que la norma de un espacio normado X # {0} nunca es
diferenciable en 0.

Ejercicio 1.6.2. Probar que la norma euclidea es diferenciable en todo punto de
RN\ {0} y calcular su diferencial. ;En qué puntos de R? es diferenciable la norma
de la suma?

Ejercicio 1.6.3. Probar que, tanto la diferenciabilidad de una funcién, como su
diferencial, se conservan por traslaciones. Mds concretamente, sean X,Y espacios
normados, §2 un abierto no vacio de X y f : Q — Y diferenciable en un punto
a € Q. Fijados 19 € X y yo € Y, se define Q = {z € X | 2+ 20 € Q} y la funcién
f:Q—)Ydadapor R )

fx)=fx+x0) +yo Ve

Probar que f es diferenciable en a — xo con Df(a — 20) = Df(a).
Ejercicio 1.6.4. Sea () un abierto no vacio de un espacio normado X y f: Q — R
diferenciable en un punto a € . Sea J un intervalo abierto tal que f(Q2) C J

y g : J — R una funcién derivable en el punto b = f(a). Probar que g o f es
diferenciable en a, ;Cudl es la relacién entre D(go f)(a) y Df(a)?

Ejercicio 1.6.5. Dar un ejemplo de una funcién f € D(RY) tal que f no es de
clase C'(RYN).
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1.7. Vector derivada

Ejercicio 1.7.1. Sea Y un espacio pre-hilbertiano, {2 un abiertode Ry f,g: Q = Y
dos funciones diferenciables en un punto a € ). Probar que la funcién ¢ : Q@ — R
definida por

p(t) = (f(B)]g(t) Vte

es derivable en el punto a y calcular su derivada ¢'(a).

Ejercicio 1.7.2. Sean Y, Z espacios normados y consideremos dos funciones f, g,
f:Q—=Yyg:U— Z donde Q es un abierto de R? y U es un abierto de Y.
Supongamos que f es derivable en un punto a € €2 y que g es diferenciable en el
punto b = f(a). Calcular el vector derivada de g o f en el punto a.

Ejercicio 1.7.3. Sean X, Z espacios normados, ) un abierto de X y U un abierto
de R. Sea f : {2 — U una funcién diferenciable en un puntoa € Qy g: U — Z una
funcién derivable en el punto b = f(a). Calcular la diferencial de g o f en a.

Ejercicio 1.7.4. Probar que, dados a,b € R*, la hipérbola
{(z,y) € R? : b*2” — a®y* = a*V?}
no es una curva paramétrica, pero cada una de sus ramas es una curva explicita.

Ejercicio 1.7.5. Describir geométricamente las curvas cuyas ecuaciones paramétri-
cas son:

l.o=¢,y=e"t VteR

2. x = cosht, y = senht vVt e R
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1.8. Vector Gradiente

Ejercicio 1.8.1. Calcular todas las derivadas direccionales en el punto (—1,0,0) de
la funcién f : R? — R definida por

Sea u = (uy,ug, u3z) € R? la direccién. Tenemos que:

fl(=1,0,0) + tu] — f(—1,0,0) F(=1 4+ tuy, tug, tug) + 1

f1(=1,0,0) = lim = lim =
t—0 t t—0 t
i (=14 tuy)® — 3tug(—1 + tuy) + t?ud + 1 _
t—0 t
— m =1 + 3tu; — Stguf + t?’ui{’ + 3tuy — 3t2uquq + tzug + 1 B
150 t -

= 151(1) 3u; — 3tu% + t2u§’ + 3ug — 3tuguy + tu§ =
= 3(U1 + UQ)

Por tanto, dada cualquier direccién u se tiene su derivada direccional en dicho
punto.

Ejercicio 1.8.2. Fijado p € R*, se considera la funcién f : RN \ {0} — R definida
por f(z) = ||z||P para todo z € RY \ {0}, donde || - || es la norma euclidea. Probar
que f € CHR™\ {0}), con

V() =pllz|P?z Vo e RY\ {0}
Como consecuencia, encontrar una funcién g € C1(R") que verifique
Vy(z) == Vr € R"

Desarrollamos la expresion de la norma euclidea:

vz € RV \ {(0,0)}

Calculemos las derivadas parciales de f:

of po1 L =) N
— . L2x; = P2y, Ve e R 0,0
o) = plell g 2m = plel Ve e RN\ ((0.0)
Por tanto, Vz € RV \ {(0,0)} tenemos que:
V@) = (pllel" ey, plalP e, pllelPen) = pllafP7 -2

Ademsds, como Vf es una funcién claramente continua, f € C*(R™\ {0}).
La funcién g pedida vemos que es la siguiente:

g(x) = Il = liﬂ Vr e R"
2 2 — ’

26



Analisis Matemético 1 1.8. Vector Gradiente

Ejercicio 1.8.3. Sea J un intervalo abierto en R y € un subconjunto abierto de
R™ Si f :J — € es una funciéon derivable en un punto a € Jy g : @ — R es
diferenciable en el punto b = f(a), probar que la funcién A : go f : J — R es
derivable en punto a, con:

h(a) = (Vg(b) | f'(a))

Por la regla de la Cadena, sabemos que Dh(a) = Dg(b) o D f(a). Como h es una
funcién cuyo dominio es R, tenemos que h'(a) = Dh(a)(1). Andlogamente, tenemos
que Df(a)(1) = f'(a). Por tanto,

h'(a) = Dh(a)(1) = (Dg(b) o Df(a))(1) = Dg(b)(Df(a)(1)) = Dg(b)(f'(a))
Como g es diferenciable en b, tenemos que:
Dg(b)(f'(a)) = (Vg(b) | f'(a))
como se pedia demostrar.

Ejercicio 1.8.4. Calcular la ecuacién del plano tangente a la superficie explicita de
ecuacién z = z + y* con (z,y) € R?, en el punto (1,1,2).

Sea f : R? — R dada por f(z,y) = x + 3*. Tenemos que f € C*(R?); y las
derivadas parciales de f son:

%(ﬂf,y) =1 g—]yt(w,y) =3y’

Por tanto, Vf(1,1) = (1,3). Por tanto, la ecuacién del plano tangente a dicha
superficie en en punto (1, 1,2) es:

t=z—-2=1z—-1)+3y—-1)—=n=z+3y—2=2

Ejercicio 1.8.5. Sea {2 un subconjunto abierto y conexo de R? y f : Q2 — R una
funcién diferenciable. Se considera la superficie explicita S C R3 dada por

S = {(x,f(x,z),z) | (ZL’, Z) € Q}

Calcular la ecuacién del plano tangente a S en un punto arbitrario (xg, yo, 20) € S.

Usamos la siguiente notacién:

W= fo) 0= Simz) o= Zla,z0)

Veamos ahora que dicho plano es el siguiente:
II=y—yo=ao(r—x0) 4+ Bo(z — 20)

Tenemos que se trata de una superficie explicita, donde ¢ : R? — R es la funcién
definida por:

—

*

9(z,2) = f(20, 20)+ao(z—20)+Bo(2—20) = f(T0,20)+(V f (20, 20) | [(7,2)— (20, 20)]) =

2 f(zo, 20) + Df (w0, 30)[(x, 2) — (30, 20)))

~
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Analisis Matemético 1 1.8. Vector Gradiente

donde en (x) he aplicad la relacién de la diferencial con su gradiente como producto
escalar. Ademas, por el significado analitico de la diferencial, tenemos que:

l{im f(:L‘,Z)—g(JZ,Z) =0

(z,2)—(z0,20) H(ZE, Z) — (Io, Z())” n

Es decir, g es una buena aproximacién de f cerca del punto buscado. Por tanto, el
plano tangente es II mencionado.

Ejercicio 1.8.6. Sea € un subconjunto abierto de R? y f : Q — R? una funcién
parcialmente derivable en todo punto de 2. Probar que, si la funcién Vf : Q — R?
estd acotada, entonces f es continua. Usando la funcién f : R? — R definida por:

Ty

comprobar que, con las mismas hipotesis, no se puede asegurar que f sea diferen-
ciable.

fl,y) = V(z,y) € R*\{(0,0)}, f(0,0)=0
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2. Practicas

2.1. Continuidad

Ejercicio 2.1.1. Estudiar la continuidad de los campos escalares definidos por

2 2

Ty 7Y Ty
= — = — h, s = ——
f(x,y) e g(z,y) e (2, y) P

para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}, con f(0,0) = g(0,0) = h(0,0) = 0.

Tenemos que {(0,0)} € Cr,, por lo que U = R?\ {(0,0)} € T,. Tenemos que
f|U, g‘U, h‘U son racionales, por lo que son una funciones continuas. Por tanto, por

el caracter local de la continuidad tenemos que f, g, h son continuas en todo punto
de U. Veamos ahora si son continuas en el origen.

En este caso, al ser el limite en el origen son de ayuda los limites direccionales
en coordenadas cartesianas. Dado z € R* y A € R, tenemos que:

) ) Az? A

Jim f(z, Az) = lim, 21+ A2) 1+ A2
, , Ax3 3 AT
gljli%g(xa )\.I') - }UILI(I) SL’2(1 + )\41'2) - 91611}(1) 1+ \g2 -
, i A3 i \x
glcl_r)%h(%)\x) = :151_% 22(1 + Ma?) - }0125 14+ M2

Por tanto, tenemos que los limites direccionales en f depende de A, por lo que
tenemos que no coinciden. Por tanto, f no tiene limite en el origen.

Para el caso de g, h, tenemos todos sus limites direccionales excepto uno: el uso
de coordenadas cartesianas no nos sirve para calcular el limite en la direccion de es.
Calculamos por tanto el segundo limite parcial:

limg(0,t) = ——

t—0 0+ t4 - P—I}S h(0,1)

Por tanto, tenemos que todos los limites direccionales de g, h existen y son iguales
a 0. Por tanto, de existir el limite, este sera 0. Intentemos realiza una acotacién:

%y x?

0 <|g(z,y)| = eyl Rl sy Jyl <yl
2 2
Ty y

0 < |h(z,y)] = pearyrd Rl by 2| < |2]
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Como (z,y) — (0,0), tenemos que:

lim x,y)= lim h(z,y)=0.
(w,y)—>(070)g( v) (z,)—(0,0) (@y)

Ejercicio 2.1.2. Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — R dada, para
(l',y) € RZ , POI:
z? + 12
— - sen(z + sl o+ 0
fley) =19 (z+y)? (@+y) v
0 si v+y=0

Veamos que U = {(z,y) € R* | z+y # 0} € T,,. Para ello, vemos que el siguiente
conjunto es un cerrado: R*\ U = {(z,y) € R* | x + y = 0} € C7,. Definimos la
funcién polinémica continua f(x,y) = x + y. Tenemos que R? \ U = f~1({0}), que
es un cerrado por ser f continua y {0} € C7,. Por tanto, tenemos que U € T,,.

La restriccion de f a U es el producto de una funcién racional por la composicién
de la funciéon suma con el seno, ambas continuas. Por tanto, f|U es continua. Por

tanto, por el cardcter local de la continuidad, tenemos que f es continua en todos
los puntos de U.
Veamos ahora en los puntos que no pertenecen a U:

R*\U ={(z,y) e R |z +y =0} = {(z,9) € R* | 2 = —y} = {(a, —a) € R?}
Realizamos la siguiente distincion:

1. a # 0. Es decir, excluimos en esta distincién el origen. Estudiemos los limites
parciales:
2+ a* sen(r —a) 2a?

lim f(z, —a) = lim =— 1==%00
z—a z—a T — @ T —a 0

sen(z—a)
z—a

donde he aplicado que lim
r—a

limite por la derecha o por la izquierda, pero en cualquier caso diverge. Por
tanto, como no existe el primer limite parcial, tenemos que f no es continua
en ningiin punto de {(z,y) € R* | z +y = 0} \ {(0,0)}.

= 1. El signo del limite dependera si es el

2. a = 0. Es decir, estudiamos en el origen. En este caso, nos puede ser de ayuda
calcular los limites direccionales en coordenadas.

) (140 214N sen[z(1+N)]
b S Ax) =l gy s M = I =y a oy
(14 X% senfz(1+\)]
Tas0 1+A 0 z(1+A)

sen(z—a)

donde he aplicado que lim = 1. Por tanto, vemos que no aporta infor-

T—a
macién. Realizamos el siguiente cambio de variable: (x,y) = p(t) = (¢, —t +1t?)

para cierto p € N. Comprobemos que este cambio de variable es vélido:

limo(t) = (0,0)  o(t) € R*\ {(0,0)} Vt # 0.

t—0
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Entonces, tenemos que:

t2+ (—t+tP)* sen(t?)
{ = { —_ D = { . =
g S(e(0) = i St ) = i T
L PP = 2T gen(tP) ., 24772 — 2171 sen(tP)
= lim . = lim .

t—0 24 tpP t—0 tp—2 P

Para p > 2 (3, por ejemplo), tenemos que (f o ¢)(t) diverge en 0, por lo que f
no tiene limite en el origen. Por tanto, f no es continua en el origen.

En conclusién, se tiene que f solo es continua en U. Es decir, f es continua en
(z,y) € R? si y solo si z +y # 0.

Ejercicio 2.1.3. Estudiar la continuidad del campo escalar f : R?> — R definido,
para (z,y) € R? | por:

ylog(1 + 2?)
f(z,y) = 2% 4 3
0 si x=y=0
Sea U = R\ {(0,0)}. Como un tnico punto es un cerrado, tenemos que U es
abierto. Veamos que la restriccion de f a U es continua. Tenemos que es el producto
de una funcién racional con la funcién (z,y) — log(1+2?). Esta es una composicién
de una funcién polinémica que toma valores en R™ con el logaritmo, que es continua
en RT. Por tanto, tenemos que la composicion es continua, y por tanto f es continua
en U. Estudiemos el caso del origen.
En primer lugar, definimos ¢ : R* — R por:

o(z) = ln(l—ga: )

T
Es importante notar que h'n% ¢(z) = 1. Por tanto, tenemos que In(1 + 2?) = z
T—r

Vo € R*

%p(x)

para todo z € R*. Entonces:
ylog(1 + 2?)
2?2 + y?

513'2

x? + y?

y - o(r)z?
2 + y?

o<|f<x,y>|=' - ol@)] < ly- @)

Como tenemos que ( l)ur% )y ~p(x) =0-1 =0, por la acotacién conseguida se tiene
z,y)—(0,0
que

lm f(z,y) = 0= f(0,0)

(z,y)—(0,0)

Por tanto, tenemos que f es continua en R2.

Ejercicio 2.1.4. Dado a € R, estudiar la existencia de limite en el punto dado por
a=(0,1,2) del campo escalar f : R?\ {a} — R definido por:
z(y —1)(z—2)
(#>+(y = 1)+ (2 —2)?)°
Hacemos uso de los limites direccionales segtin la direccién de (u, v, w) € R3, con
[, v, w)[]2 = 1:

f($,y,2) = V(z,y,z) ERB\{CL}

3 - uvw 3 - wvw

, . 2 . 7 . 3—2« .
%g% f(tu, 14+ tv,2 + tw) = 11_{% EE s o) 11_{% = %g%t uvw

Distinguimos segun los valores de «:
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1. Para3—2o¢<0<:>oz>g:

Tenemos que yr% 3722 . yyw = Zoo, dependiendo de si es el limite por la
—

derecha o por la izquierda. En cualquier caso, tenemos que no existen los
limites direccionales y, por tanto, no existe lim f(x).
r—a

2. Para3—2a:0<:>a:g:

Tenemos que HH(I) 3722 . yvw = wovw, por lo que el valor del limite direccional
t—

depende de la direccién. Por tanto, no existe lim f(x).
T—a

3. Para3—2a>0<:>a<g:

Tenemos que h'n% 3722 yow = 0, por lo que todos los limites direccionales son
t—
iguales a 0.

Intentemos realizar la acotacién. Para ello, acotamos en su lugar la funcién
resultante del limite direccional f(tu, 1+ tv,2 + tw) = t372% - uvw.

Haciendo uso de que ||(u, v, w)||s = 1 = vu? + v? + w?, veamos que |uvw| < 1:
v+ v+ uw?=1= vut=|ul <1

Andlogamente, se tiene que |v|,|w| < 1, por lo que |uvw| < 1. Por tanto,
tenemos que:

0 < |f(tu,1+tv,2 4+ tw)| = [t*72* - wow| = |22 - Juvw| < |77

Por tanto, tenemos que lim f(z,y,2) = 0.
(z,y,2)—a
Ejercicio 2.1.5. Dados «a, 8 € R, estudiar la existencia de limite en el origen del
campo escalar f : RT x Rt — R definido por:

mayﬂ

————— VY(z,y) €R* xR*
R R— (z,y)

fla,y) =

En este caso, tenemos que solo estd definida en el primer cuadrante. Por tanto, no

tiene sentido considerar todos los limites radiales, sino tan solo los que se encuentran

en el primer cuadrante. Usando coordenadas polares, sea 6 € }0, 5 [ y p € RT.
Entonces:

ot f2 cos® 0 sen” 0

1i 0 0) =1 =
pgrg)f(pcos psent) pl—I>I(1)p cos2 6 + sen?  — cosOsend
“ @ sen’ O
_ oA, oS U Y e o
Pl 1—cosfsend o0 " 2 — sen(20)

atrp_o C08™0 sen” 6

Distinguimos segun los valores de «:

1. Para o+ (3 < 2:

a+pB—2  cos®fsen” 0

9—sen(20) — T OO No existen los limites radiales y,

Tenemos que lim 2p
p—0

por tanto, no existe lim f(z).
z—(0,0)
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2. Paraa+ g =2:

a+pB—2  cos® Osen® 0 __ cos®0sen? @
2—sen(20) ~  2—sen(20)

direccional depende del dngulo 6. Por tanto, no existe li(r[r)lo) f(x).
z—(0,

Tenemos que h’r% 2p , por lo que el valor del limite
p—

3. Paraa+ > 2:

a+p5—2 | cos* Osenf 0

5 sen(20) = 0, por lo que todos los limites radiales

Tenemos que lim 2p
p—0
son iguales a 0.

Intentemos realizar la acotacién. Para ello, acotamos en su lugar la funcién
resultante del limite radial f(pcos@, psen @) = 2p*+5=2. %.

1

atrp_2 €Os™0 sen” 0
2 —sen(26

0<|f(pcosb, psend)| = |2p 5 sen(20)

‘ < ‘2pa+62 .

Por tanto, tenemos que lim  f(x,y,z) = 0.
(,y,2)—0

Ejercicio 2.1.6. Estudiar la continuidad del campo escalar f : R?> — R definido
por:

f(z,y) = (z +y) sen (é) sen (5) Va,y € R

f(2,0)=f(0,y) =0  Va,yecR

Sea A = {(z,y) € R* | zy = 0}. Sea g : R? — R dado por (z,y) — zy la
funcién continua producto. Tenemos que A = ¢g~'{0}, y {0} es un cerrado. Por
tanto, tenemos que A es un cerrado y U = R\ A es un abierto.

La restricciéon de f a U es un producto de tres funciones continuas. La primera es
polinémica, y las otras dos funciones son composiciones de funciones racionales con
el seno, que es una funciéon continua. Por tanto, tenemos que f €S continua. Por

el caracter local de la continuidad, tenemos que f es continua en cualquier punto de
U. Veamos ahora para los puntos de A.

Tenemos que A = {(x,y) € R? | zy = 0}, por lo que al menos una de las dos
coordenadas ha de ser nula:

1. Sean los puntos (a, 0), con a # 0. Entonces, calculamos el primer limite parcial:

1 1
1i =i - -
lim (a,y) ylil(l)(a + y) sen <a> sen (y)
a) Supongamos sen (i) # 0 <= % #7k < a # #, con k € Z*.
Entonces, tenemos que asen (é) # 0. Como HH(I) sen <§> no converge,
Y—
tenemos que h'r% f(a,y) tampoco lo hace, por lo que f no es continua en
y—

estos puntos.
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b) Supongamos sen (1) =0<= % =7k <= a= #, con k € Z*.

a

Entonces:
| Je) =t G g)sen (1) sen (1)
fm T,y) = im (z sen | — | sen | —
(z,y)—(a,0) Y (z,y)—(a,0) Y x Yy
1

— asen (a) -sen(00) = 0 - sen(o0) = 0

2. Sean los puntos (0,a), con a # 0. Entonces, como la funcién es simétrica
(f(x,y) = f(y,x)), se tiene que ocurre al igual que en el caso pasado.

1
7k’

Sia# #, Vk € Z*, entonces la funcién en (0, a) no tiene limite en (0, a).

Sia= con k € Z*, entonces la funcién en (0, a) converge a 0.

3. Estudiamos ahora el origen:

Realizamos la siguiente acotacién:

0< |f(z,y)| =

1 1 1
(x + y) sen (—) sen (—)‘ <z 4y Vo,y# —, con k € Z*
x Y k

Por tanto, como  lim |z 4 y| = 0, tenemos que
(z,9)—(0,0)

lim x,y) =0
(Iyy)—>(070)f< v)

Ejercicio 2.1.7. Estudiar la existencia de limite en el origen para los campos esca-

lares f : R? — R definidos, para (z,y) € R?\ {(0,0)}, como se indica:

22 — g
L. f(l’ay)zm

Comprobamos los limites direccionales en coordenadas cartesianas, que al ser
el limite en el origen quedan:

, o2 (1—=X%) 1)\

i Sz Ax) = ) ~ T e
Por tanto, como vemos que los limites direccionales dependen del valor de
A € R, tenemos que f no tiene limite en el origen.

2% seny

2. g(x,y) = ——
glwy) =5 )2
Tenemos la siguiente acotacion:

$2

2 + y?

x%seny
x? 4 y?

0 < lg(z, )| =

-seny‘ < |seny|

Tenemos que lim seny = 0. Por tanto, como tenemos la acotacién buscada, se
y—0

tiene que
lim g(x,y) =0.

(z,y)—(0,0)
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In(1 + a*) sen?(y)

y4 + 8
Definimos ¢, ¥ : R — R dadas por ¢(y) = =¥ vy ¥(z) = M tal que
sen?y = % (y) - y? v In(1 + 2%) = ¥(x) - 2*. Ademds,

3. h(z,y) =

seny

In(1 4
lim (y) = lim =1  lim¥(z) = lim In{1 +2%)

=1
y—0 y—0 Yy z—0 z—0 :L‘4

Veamos cuanto valen los limites parciales:

In(1 +2%) - 0 0
lm bz, 0) = i LTI 0 g, O
x—0 z—0 X x—0

Aplicamos ahora este cambio de variable x = ¢(t) = (¢, t?). Entonces:

In(1 + t*) sen?(?) Ut) -4 * () - 1
2 _ _ 1
P—{%h( (>>_15%f(”)_11—135 8 48 = 24 2

Por tanto, tenemos que aplicando el cambio de variable z = (,¢*) obtenemos
un candidato a limite distinto que usando x = (¢,0). Por tanto, tenemos que
h no tiene limite en el origen.

Ejercicio 2.1.8. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la continuidad del
campo escalar f : R? — R definido, para (z,y) € R™ , como se indica:

Tr+y Ty
L flr,y)=<¢ x—y
0 si x=y

Sea el subconjunto U = {(x,y) € R? | © # y}, y consideramos su comple-
mentario R* \ U = {(x,y) € R* | x —y = 0}. Por tanto, dada f : R? —» R
por f(z,y) = x — y funcién continua, tenemos que U = f~'{0}. Por tanto,
como es la imagen inversa de un cerrado por una funcién continua, tenemos
que U es un abierto. Ademés, como f p €8 una funcion racional, tenemos que

es continua. Por el caracter local de continuidad, tenemos que f es continua
en todos los puntos de U.

Para los puntos de R?\ U, tenemos que R* \ U = {(a,a) € R?* | a € R}.
Entonces, para estudiar los limites laterales, realizamos la siguiente distincién:

a) Sia#0:

2
limf(x,a):limx+a -4
z—a T—=a T — Q 0

Tenemos que f(z,a) diverge en (a,a), por lo que f no tiene limite en
(a,a) para todo a # 0.

b) Sia =0, tenemos:

hmf(x 0)—hm§:1 hmf(O y)—hmi:—l

z—0 z—0 y—0 —y

Por tanto, tenemos que los limites laterales no coinciden, por lo que f no
tiene limite en el origen.
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Por tanto, tenemos que f solo es continua en U.

x3

si a? 2
2. f(x,y) = x? — y? 7Y
0 si a2 =12

Sea el subconjunto U = {(z,y) € R? | 22 # y?}, y consideramos su comple-
mentario R? \ U = {(z,y) € R? | 22 — y? = 0}. Por tanto, dada f : R* - R
por f(z,y) = x? — 3 funcién continua, tenemos que U = f~'{0}. Por tanto,
como es la imagen inversa de un cerrado por una funcién continua, tenemos
que U es un abierto. Ademés, como f ,; €8 una funcién racional, tenemos que

es continua. Por el caracter local de continuidad, tenemos que f es continua
en todos los puntos de U.

Para los puntos de R?\ U, tenemos que R*\U = {(a,a), (a,—a) € R? | a € R}.
Entonces, para estudiar los limites laterales, realizamos la siguiente distincién:

a) Sia#0:

3 CL3

= — = F00
0

lim f(x,a) = lim

T—a z—a T2 — q?

Tenemos que f(z,a) diverge en (a,a), por lo que f no tiene limite en
(a,a) para todo a # 0.

Ademas, f(z,a) = f(z,—a), por lo que f tampoco tiene limite en (a, —a)
para todo a # 0.

b) Si a =0, tenemos:
3 0
lim f(z,0) = lim — =0 lin(l)f(O,y):h'm—zo
Yy—

z—0 =0 12 y—0 _y2

Aplicamos ahora el cambio de variable x = (t,t 4 t*), para cierto p™ € R.

Entonces:
ltm f (£, t17) = If 43 _x 3 _ 1
507\ TR () S0 2 ol 0 203 _ o2

Para t = 2, tenemos:

1 1
Z. p _ 7. —_
llr%f(t,t—kt)—llr% T2 3

Tenemos que no coincide con el limite dado por los limites laterales, por
lo que f no es continua en el origen.

Por tanto, tenemos que f solo es continua en U.

23—

si x 0
3. f(l‘ay) = Ty y 7
0 si 2y =0

Sea A = {(x,y) € R?* | zy = 0}. Sea g : R? — R dado por (z,y) — zy
funcién polinémica, por lo que continua. Tenemos que A = g~ {0}, y {0} es
un cerrado. Por tanto, tenemos que A es un cerrado y U = R\ A es un abierto.
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La restriccién de f a U es una funcién polinémica, por lo que continua. Por el
caracter local de la continuidad, tenemos que f es continua en cualquier punto
de U. Veamos ahora para los puntos de A.

Tenemos que A = {(z,y) € R? | zy = 0}, por lo que al menos una de las dos
coordenadas ha de ser nula:

a) Sean los puntos (a,0), con a # 0. Entonces, calculamos el segundo limite

parcial:
3_,3 3
a’ — a
lim f(a,y) = lim Yo% 4
y—0 y—0 ay 0

donde afirmamos que diverge ya que a # 0. Por tanto, f no es continua
en los puntos (a,0), con a # 0.

b) Sean los puntos (0,a), con a # 0. Entonces, calculamos el primer limite

parcial:
3 3 3
, , xr—a —a
lim f(z,a) = lim = + oo
x—0 z—0 Tra 0

donde afirmamos que diverge ya que a # 0. Por tanto, f no es continua
en los puntos (0,a), con a # 0.

c¢) Sea el origen (0,0). Entonces, calculamos el primer limite parcial:

lim f(z,0) =1lim0=0
z—0

z—0

Aplicamos ahora el cambio de variable x = (¢,t?), para cierto p € R*.
Tenemos que:
3 _ t3p ) 1 — t3p—3

| Py — 1§ —
B ) = e =

=1 para p = 2.

Por tanto, tenemos que segin el cambio de variable del limite parcial, el
candidato a limite es 0. No obstante, en este 1ltimo cambio de variable
se tiene que el candidato es 1. Por tanto, tenemos que f no tiene limite
en el origen, por lo que tampoco es continua en este punto.

Por tanto, tenemos que f solo es continua en U.

4 fley) = { garctan(ﬁ +y%) si y#£0

0 si y=0

Sea U = {(x,y) € R? | y # 0}. Tenemos que su complementario es la imagen
inversa de {0} por la proyeccién en la segunda coordenada, que es una funcién
continua. Por ser {0} un cerrado, tenemos que R*\ U es un cerrado, por lo que
U es un abierto. Ademas, tenemos que f restringido a U es el producto de una
funcion racional por la composicion de una polinémica con la arcotangente,
que es continua. Por tanto, tenemos que f , €S una funcién continua, y por

el caracter local de la continuidad, tenemos que f es continua en todos los
puntos de U.

Realizamos la siguiente distincion:
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a)

Para (a,0), con a # 0, tenemos que el segundo limite parcial es:

a a
lim f(a,y) = lim — arctan(a® + y*) = — arctan(a?)
y—0 y—0 ¥y 0

Por tanto, tenemos que el segundo limite parcial diverge, ya que la ar-
cotangente converge a un valor no nulo y el cociente, al dividir entre 0,
diverge.

Estudiemos ahora el limite en el origen:

Definimos la siguiente aplicaciéon continua, por ser el producto de una

funcién racionar por la composicion de una polinémica con la arcotan-
gente:
p: R2\{(0,0)} — R
arctan(z? + y?)
x? + y?

(x,y) —
Por tanto, para (z,y) # (0,0), tenemos la siguiente relacion:
arctan(az” +y°) = (z° + %) - (2, y)

Veamos en primer lugar el limite de ¢ en el origen. Para ello, definimos
fig tal que p = fog:

-

R2\ {(0,0)} —2— R* —L» R

arctant

Tenemos que g(z,y) = 2> +y* vy f(t) = . Veamos si podemos

aplicar el cambio de variable t = g(z,y).

lm  g(z,y) =0  g(z,y) € R"V(z,y) € R*\ {(0,0)}
(z,y)—(0,0)

Por tanto, podemos usar el Teorema del Cambio de variable en el sentido
original:

lim f(x) =1=  lim x, = lim r,y) =1
lim f () w i S FEy) =l o, y)

Realizamos ahora el cambio de variable x = (¢, t"):

t 1
’ P\ 17 - 2 2p . P T (42 2p Py —
lim f(¢,t7) = 11mt arctan(t* + ) 11_{% pr= (t°+tP)p(t, t7)

t—0 —0 P

. 1 2p—2 Py — _
—%g%ﬁ)—_g(lﬂ Je(t,t*) =1 (parap=3)

donde he usado al final el limite de ¢ en el origen.
Veamos ahora el valor del limite parcial:

g /(0= Jing0=0

Por tanto, tenemos que dos cambios de variable me dan candidatos a
limite distintos, por lo que no hay limite en el origen.
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Ejercicio 2.1.9. Dado n € N, estudiar la existencia de limite en el origen para el
campo escalar f: R*\ {(0,0)} — R definido por

_ z"y" T 2
f(xvy)_ x2y2+(x—y)2 v( 7y) cR \{<07O)}

Estudiamos en primer lugar los limites parciales:

n .

X

0 =1lm0=0 hmf(() y) = =1lm0=0

lim f(.T 0) = lim 2 xz—0 y—0 O y x—0

z—0 z—0 () 4+

Por tanto, tenemos que; en caso de converger, lo hara a 0. Para ver si converge,
estudiamos los limites direccionales en coordenadas cartesianas:

lim f(z, Ae) = lim ——— 2 2 Ry R e\
w0 ’ T a0 2 \222 + £U2(1 — )\)2 a0t N2+ 1‘2(1 — )\)2 a0 a2 N2+ (1 - )\)2

Realizamos la siguiente distincién:

1. Si2n —2 > 2 <= n > 2: Tenemos que liII(l)f(x,)\x) = 0.
T—

2. Si2n — 2 =2 <= n = 2: Tenemos que:

, A2 ) A2
A = e e T e

En el caso de A = 1, tenemos:
2 12

o o) =y =i =

Por tanto, como para A = 1 el limite direccional difiere del resto, tenemos que
no es convergente.

3. 812n —2 < 2<=n<2: Para A =1, tenemos

2n—2 n
xr * ]. 4

hrn z,z) =1lim ~——— =lim 2> * =
f( ) z—0 x2.12 z—0
Por tanto, como este limite direccional no existe, tenemos que f no es conver-

gente sin < 2.

Observacion. En este caso, habiendo hecho el cambio de variable x = (¢,t), habria
sido bastante mas rapido, y no habria sido necesario calcular los limites parciales.
No obstante, al seguir un procedimiento rutinario se opté por calcular los limites
direccionales con coordenadas cartesianas.

Por tanto, tenemos que f solo puede ser convergente si n > 2, y tenemos que el
candidato a limite es 0. Intentemos acotar f:

xn72yn72 ’ o n 2|

xny\
1+<1y>

xnyn
2?y® + (z —y)

< |f(zy)| =

2
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Definiendo g : R? — R dado por g(x,y) = |z"2y" 2|, tenemos la relacién de orden
I f(x)]] < g(x,y) para todo (x,y) € R?\ {(0,0)}. Ademé&s, como ¢ es continua,
tenemos que su limite en el origen debe ser igual a ¢(0,0) = 0.
Por tanto, debido a la acotacién que hemos conseguido, tenemos que si n > 2:
lim x,y) =0.
wm f(y) =

Ejercicio 2.1.10. Dados «, b € R, estudiar la existencia de limite en el punto (0, b)
del campo escalar f : RT x R — R definido por:

f(x,y) = 2%sen Ve e RT, y € R

x? 4 12
Realizamos la siguiente distincién:

1. Sia>0:

Tenemos la siguiente acotacion:

(0% 1 (03
0< |f(z,y)| = |x Senm < [z

Como «a > 0, tenemos que lim z® = 0. Por tanto, 1im  f(z,y) =0.
z—0 (z,y)—(0,b)

2. Sia=0,0b#0:

Tenemos que f(x,y) = sen ﬁ, que es una composicién de una funcién
racional con el seno, ambas continuas. Por tanto, tenemos que f es continua
en Rt x R. Adems4s, existe una extensién continua de f que incluye al punto
(0,0) con g(x,y) = f(x,y) para todo x € R*, y € R. Esta es:

g: REXR — R
(x,y) —— sen

1
x2+y2
Por tanto, se tiene que:

1
b) = —= I
9(0,b) = sen i f(z,y)
3. Sia=0,b=0:
Tenemos que f(z,y) = sen ﬁ Calculamos el primer limite parcial por la
derecha:

1
lim f(z,0) = lim L sen —
z—07F z—071 T

Tenemos que este no converge. Por tanto, se tiene que f(x,y) no converge en
el origen si @ = 0.

4. Sia<0:
Calculamos el primer limite parcial:
| I 1 I,Swﬁﬁﬁ
b £, 0) = e -sen o =
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Distinguimos ahora en funciéon de los valores de b. Tenemos que:

1
Sen—:O<:>—:7rk:<:>b2:—k<:>b: _k: con k € Z*

1
a) Sia<0,b#+——, con k € Z*:
) # =

Tenemos que el primer limite parcial no existe, ya que:

lin fla,b) = SOE 4
lim f(,b) = 5 = oo

Por tanto, tenemos que f no tiene limite en (0,b) para estos valores de
a, b.

1
b) Sia<0,b=+——, con k € Z*:
) vk

En este caso, lo que nos dificulta la resolucion es el seno. Para poder
trabajar con él, tenemos en cuesta el siguiente limite, que es la definicién
formal de derivada del seno:

sent — sena

lim ———— = cosa
t—a t—a

Por tanto, para a = b%, tenemos:

1

sent — sen 73 1

lim ————% = cos -5 = cos(mk) = £1

t= oy l— b
Por el Teorema de cambio de variable, usamos ¢t = ¢(z,y) = preas
Tenemos que ¢ — 35 si (z,y) — (0,b), y t # 3 para (z,y) # (0,b). Por
tanto,

1 1 1

Sen —y— — Sen 3 sen ——
1im mQJlryQ - Y~ lm # = cos .5 = cos(mk) = £1

(2,y)—(0,) T T (@y)—=(0b) T7ms — 2 b

Haciendo uso de ese limite, podemos reescribir f(z,y) de la siguiente
forma:

1
f(x,y)zxasen( ! )Zxa< 1 1)%2

I2 + y2 .’13'2 + y2 bQ L -

1
_ o o (b2 — (2% + yQ)) sen <x2+y2)

P+ ) ) e

Estudiamos ahora g : R? — R dada por g(z,y) = 2*/?[b? — (2 + 32)].

Usamos el cambio de variable (x,y) = (IB, Vb2 — a2 + :1:“‘/2). Tenemos

que (z,y) — (0,b) cuando z — 0, y que (x,y) # (0,b) para z # 0.
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Entonces:

g <x, Vb2 — 22 4 x’“ﬁ) =

= 2" [bQ — (:L“2 + (\/b2 — g2 +x“/2>2)} —

— (e [ ]
S L (e )
=2 [27] =1

—

donde en (%) suponemos que b? — 2% 4+ =2 > 0. Esto es posible, ya que
b?> > 0y, a la hora de tomar limites, siempre podremos coger § € R* lo
suficientemente pequeno como para que dicho término sea positivo.

Por tanto, tenemos que:

f(z, Vb2 — 32 + r?) =

1
o/2 ( gla, Vb* — a2 + 2" ) — <12+(b2;p2+z_a/2))
=X

b? (22 + (b — 22 + $7a/2)) $2+(b2_zl2+a:*a/2) B b%

donde hemos usado de nuevo que podemos presuponer que b —z2+z~ /2 >
0. Por el Teorema del Cambio de Variable en su sentido original, tenemos
que el término del cociente del seno converge a 1. Ademads, el término
central converge a b% cuando x — 0. No obstante, el término de la derecha
diverge, por lo que esta funcién diverge cuando xz — 0.

Por tanto, por el Teorema del Cambio de Variable, tenemos que f no

1
tiene limite en (0,6) si @ < 0, b = +——, con k € Z*.

Vrk

Ejercicio 2.1.11. Dado u = (a,b,c) € R? | estudiar la existencia de limite en el
punto u del campo escalar f : R?\ {u} — R definido por

TYz N
T,Y,2) = V(z,y,z) € R U
1. Si abe # 0:
Calculamos el primer limite parcial:
b b
lim f(z,b,¢) = lim e
z—a z—a |x — a| 0

Por tanto, tenemos que el primer limite parcial no converge, por lo que f no
tiene limite en u si abc # 0.

2. Sibc#0,a=0:
Calculamos el primer limite parcial:

b
lfim f(z,b,c) = lfm ~— = lfm be = be
z—0t z—0t |LL’| z—0t
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Calculamos el primer segundo parcial:

lim f(0,y,¢) =lim ——— =1im 0 =0

y—>bf( y ) y—b |y — b| y—b
Por tanto, como bc # 0, tenemos que los limites parciales no coinciden, por lo
que f no tiene limite en w si be # 0, a = 0.
Ademas, tenemos que esto se generaliza a siempre que haya 2 componentes de
u no nulas y la tercera nula. Sea uj la componente nula. Entonces, el limite
parcial k-ésimo no sera nulo (valdra el producto de las otras dos componentes),
mientras que el resto de limites parciales seran nulos, al anularse el denomina-

dor.

Por tanto, si u tiene dos componentes no nulas y una tercera nula, tenemos
que f no tiene limite en w.

3.Sia#0,bc=0:
Tenemos la siguiente acotacion:

TYZ
|z —af + [yl + 2|

z
|z = a| + |y| + ||

Donde hemos usado que < 1, que |z — a| + |y| > 0. Por tanto,

=z
|z—al+|y[+]z]

debido a la acotacién tenemos que, si a # 0, b, ¢ = 0, entonces lim f(u) = 0.
T—U

Ademas, tenemos que esto se generaliza a siempre que haya 2 componentes
de u nulas y la tercera no nula. Sea wu; la componente no nula. Entonces, sera
necesario acotar por uy - u;, donde u; es una de las componentes nulas.

Por tanto, si u tiene dos componentes nulas y una tercera no nula, tenemos
que lim f(u) = 0.
r—u

4. Sia,b,c=0:

Tenemos la misma acotacién que en el caso anterior:

Tyz z
0<[f(@ w2 =gl = e | 1wyl < eyl
[ + |yl + 12l [z + |yl + 2]
Donde hemos usado que | o2 | < 1, que |2+ [y| > 0. Por tanto, debido a
la acotacién tenemos que, si a, b, ¢ = 0, entonces lim f(u) = 0.

T—U

Ejercicio 2.1.12 (Prueba DGIIM 2023-24). Dados a, b € R, estudiar la continuidad
del campo escalar f : R? — R dado por:

xy 9
flx,y) = V(z,y) e R a,b fla,b) =0
() = ety V) € B\ ({0 (@)
Definimos el conjunto U = R?\ {(a,b)}, que claramente es abierto por ser

{(a,b)} € C7,. En U, tenemos que el denominador es una funcién polindmica, luego
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continua. Ademas, el denominador es la composicién de una funcién polindmica (lue-
go continua) que toma siempre valores en RT con la raiz cuadrada, que es continua.
Como la compoisicién de funciones continuas es continua, tenemos que el denomina-
dor es una funcién continua en U. Ademads, como el cociente de funciones continuas
es continua, tenemos que f €S continua. Por el caracter local de la continuidad,

tenemos que f es continua en todos los puntos de U. Estudiemos ahora en (a,b).
Para ello, realizamos la siguiente distincién de casos:

1. Sia,b#0:
Calculamos el primer limite parcial. Tenemos que:

flab) =2 o Vo € R\ {a}

(gj — a,)2 ‘.Z' — a\

Que claramente diverge, por lo que #1im f(z,b). Por tanto, como el primer
r—a
limite parcial no existe, tenemos que f no es continua en (a, b).
2. Sia=0, b#0:
Estudiamos el primer limite parcial. Tenemos que:
xb xb
fla,b) = =—  VeeR\{0}

Va2 + (y—b7 |7

Por tanto, tenemos que:

b b b b
lfim f(z,b) = lim — = lim — =b  lfm f(z,b) = lim — = lim —
20+ a0t |z em0t @ z—0- 20~ |z| a0 —x

Por tanto, como b # 0, tenemos que b # —b, por lo que 3 HH(I) f(z,b). Por tanto,
Tr—r

como el primer limite parcial no existe, tenemos que f no es continua en (a, b).

3. Sia#0, b=0:
Se demuestra que no es continua de forma analoga al caso anterior. Tenemos
que:

_ ay _
f(cuy)—V(a_a>2+(y_o)2—|y| vy € R\ {0}

Por tanto, tenemos que:

lim f(a,y) = lm — = lim 2 =qa  lim f(a,y) = lim —2 = lim 2

y—0+ y—0t |y|  y—0t y y—0— y—0- |y|  yo0- —y

Por tanto, como a # 0, tenemos que a # —a, por lo que ﬂlirr(l] f(a,y). Por
Y—

tanto, como el primer segundo parcial no existe, tenemos que f no es continua

en (a,b).
4. Sia,b=0:

Estamos en el caso del origen. Tenemos que:

flr,y) = ——2—  Y(z,y) € R\ {(0,0)}
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Veamos que es continua usando la siguiente acotacién:

Syl <y

Como |y| — 0, tenemos que ( l)lnr% )f(:v,y) = 0. Por tanto, tenemos que f es
z,y)—(0,0

0< !f(x,y)|='

Ty _‘ T

continua en (0,0).
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2.2. Diferenciabilidad

Ejercicio 2.2.1. Estudiar la continuidad, la diferenciabilidad y la continuidad de
las derivadas parciales, de los campos escalares f,g,h : R? — R definidos de la
siguiente forma, donde U = R?\ {(0,0)}:

z2y
L flz,y) = 21yt

Sabemos que U es abierto. Como f‘U es racional, tenemos que f v € cl(v).

V(z,y) €U f(0,0)=0

Por tanto por el caracter local de la diferenciabilidad y de la continuidad, en
U tenemos que f es diferenciable, luego continua; y sus derivadas parciales son
también continuas en todo punto de U. Calculémoslas:

of 2zy(z? + yt) — 223y 2x1°
' = = 4 U
5 & Y) CEESTIE @25 1) (z,y) €
0 222 +yt) — 2Py -4y 4 2%yt — Ayt 2t — 3ay?
—f(x,y): ( Z> 42y S 2y e L 5 4y2 V(z,y) e U
Oy (2* + ) (22 +y*) (2* +y*)
Estudiamos ahora la existencia de las derivadas parciales en el origen:
9 (0,0) = tim LBV =S00) 0 02040 0
ox z—0 rz—0 =0 I =0 1
97 (0,0) = 1im {0V SO0 _ 1 00 0
oy y—0 y—0 y—=0 y—0y

Por tanto, tenemos que f es parcialmente derivable en R? con V f(0,0) = (0, 0).

Estudiamos ahora la diferenciabilidad en el origen. Para ello, definimos la
aplicacion ¢ : U — R dada por

oy = H00) = FO.0 = (VA0.0) | o)) _ So)
| Ex0] (@)l ~ @ty /T
V(z,y) e U

Calculamos el limite radial segin la direccién y = z:

lim o(z,2) = i ” I L 1
1m Tr,Tr)= l1m = Iim —— = —
w0t 0 (22 4 V2R o0 (L+aV2 | V2

Por tanto, de tener ¢ limite en el origen (que no lo sabemos), serd \/Li # 0,
por lo que f no es diferenciable en el origen. Por tanto, hemos visto que f en

diferenciable en U.

Por la condicion suficiente de diferenciabilidad, si alguna de las dos derivadas
parciales fuese continua en el origen, entonces f seria diferenciable en el origen.
Por tanto, las derivadas parciales son continuas en U, pero no en el origen.

Por ultimo, estudiamos la continuidad de f en el origen. Tenemos que:

S| Skl vy eU
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de donde se deduce que  lim f(x y) = 0= f(0,0), por lo que f es continua

(z,y)—(0,0)
en el origen.
En resumen, f es continua y parcialmente derivable en R?, pero tan solo es
diferenciable en U. Ademds, ambas derivadas parciales tan solo son continuas
en U.

w22
Cg(xy) = ——— V(z,y) € U 0,0)=0

9(r,y) R (z,y) 9(0,0)
Sabemos que U es abierto. Como g‘U es racional, tenemos que g s cl(U).
Por tanto por el caracter local de la diferenciabilidad y de la continuidad, en

U tenemos que g es diferenciable, luego continua; y sus derivadas parciales son
también continuas en todo punto de U. Calculémoslas:

dg 2xy% (2% + yt) — 22392 210
5 1Y) CEENTOE CEETOE (z,y)
89( ) 2ur?(x? +yt) — 2%y? - 4y 2uat + 2275 — 4a?yS 2yt — 2275
—(x — = =
Oy Y (22 + y4)? (22 + y1)? (22 + y4)?
2ya*(2® — y)
== - v U
(l’2 + y4)2 (l’,y) S
Estudiamos ahora la existencia de las derivadas parciales en el origen:
99 0, 0) = 1im & (2,00 =9(0,0) _ 10, 020 1, 0 g
ox z—0 z—0 =0 I =0 T
99.0,0) = 1tm 90:9) =9(0.0) _ . 00 0
oy y—0 y—20 y—0 Yy y—=0y

Por tanto, tenemos que g es parcialmente derivable en R?, con Vg(0,0) = (0,0).

Veamos ahora que g—z es continua en el origen:

g 2ya?(22 — yY) 22 22 — gt

0< 0,0 A A e v
’ay( )‘ ‘ (22 +y*)? 2yl 22+ yd| |22 +yt| 1241 ()

Por tanto, deducimos que (x,yl)igéo,o) gz (r,y) =0 = g_Z(() 0), por lo que a_z es

continua en el origen.

Como ademéds la funcién g es parcialmente derivable en R?, tenemos que g
es diferenciable en el origen, por lo que g es diferenciable en R y, por tanto,
continua en R2.

Por 1ltimo, falta estudiar la continuidad de las derivadas parciales. Ya se ha
visto que la derivada parcial respecto de y es continua en R%. Veamoslo para la
derivada parcial respecto de z. Aplicando el cambio de variable (x,y) = (¢, 1),
tenemos: 9 01246 o .

’ 2 ’

i 5 ) =l e — g = 5
Por tanto, aplicando el Teorema de Camblo de Variable, de tener limite la
parcial respecto de z en el origen, este seria = 7é 0= ag(O, 0), por lo que % no

es continua en el origen.
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o
2 + y?
Sabemos que U es abierto. Como h —es racional, tenemos que h| € cHU).

3. h(z,y) = Y(z,y) € U h(0,0) =0

Por tanto por el caracter local de la diferenciabilidad y de la continuidad, en
U tenemos que h es diferenciable, luego continua; y sus derivadas parciales son
también continuas en todo punto de U. Calculémoslas:

8/1( ) 2092 (2% + y?) — 2232 2ry*
—I\T = =
oz Y (22 + y?)? (22 +y2)?

V(z,y) e U

Por simetria, se tiene directamente que

oh
8_y(x’y) -

2yt
@y T

Estudiamos ahora la existencia de las derivadas parciales en el origen:

O 0, 0) = 1im MBYD =100 02010y
8,17 x—0 xr — 0 x—0 T x—0

De nuevo, por simetria, tenemos que:

oh
a_y<0’0) =0

Por tanto, tenemos que h es parcialmente derivable en R?, con VA(0,0) = (0,0).

Veamos ahora que sus derivadas parciales son continuas en el origen:

oh

0<‘—(0,0)’: :

4

(:EQ + y2)2

2y
YRCRINGIV] <2 ;
or (ZEQ +y2)2 | l‘| V(I y) ev

el

Por tanto, deducimos que  lim 2(x 0= 2(0.0). vor lo aue 2 e
’ q (,9)—(0,0) ax( 7?/) 8a:( , )’ P q o
oh

continua en el origen. Andlogamente, también se demuestra que 3 en continua
en el origen. Por tanto, ambas derivadas parciales son continuas en R?
Por tanto, por la condicién suficiente de diferenciabilidad, tenemos que h es

diferenciable en el origen, por lo que es continua también en el origen.
En conclusién, tenemos que h € C(R?).

Ejercicio 2.2.2. Estudiar la continuidad, la diferenciabilidad y la continuidad de
las derivadas parciales, del campo escalar f : R? — R definido por:

2’ (y — 1)

o1 "wy eROD}: - f0.1)=0

f(x,y) =

Consideramos C' = {(z,y) € R? | y = 1}, que sabemos que es un cerrado por ser
la imagen inversa de {1} (cerrado) mediante la proyeccion en la segunda coordenada,
que es una funcién continua. Por tanto, sea U = R?\ C.

Observacion. Notemos que en este caso no se escoge U = R?\ {(0,1)}, ya que en
ese abierto la funcion f no es de clase 1 por no serlo el valor absoluto.
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Tenemos que f v € CY(U); y usando el cardcter local de la diferenciabilidad y

de la continuidad, tenemos que f es continua y diferenciable en todo punto de U.
Ademas, sus derivadas parciales son continuas en todo punto de U. En concreto,
para todo (x,y) € U, se tiene:

OF (4 ) = 3r%(y — 1)*(2” + |y — 1]) — 22%(y — 1)* _
oz (22 + |y — 1])?
Py 1P Bty 1) - 227 2Py -1 [3- |y —1[ + 2]
(2? + |y = 1])? (2% + |y = 1])?
30,2 3 |y_1’
o 2y~ Ve +ly = 1) — 2%y~ VP — )
Oy (2% + [y — 1])?
_ Py -0 RE*+ly—1)—ly—1] _ 2y —1) 22"+ |y —1] ]
(% + [y — 1])? (2% + [y —1])?

Estudiamos ahora para los puntos de C. Tenemos que C' = {(¢,1) | ¢ € R}.
Veamos el valor de las derivadas parciales en dichos puntos. Tenemos que f(z,1) =0
para todo x € R, por lo que:

0 1) — 1 0-0
_f(c, 1) = lim f,1) = fle 1) = lim =0
or T—c T —c Tc L — C
Respecto a la segunda derivada parcial, tenemos:
o1 flew) — flel) o #E -0 Sy 1)
—(¢,1) = lfim — L = lim T = lim—"—— =0 Ve #0
y y—1 y—1 y—1  y—1 y—=1c? + |y — 1

No obstante, para ¢ = 0, tenemos que f(0,y) = 0 Yy € R; por lo que el resultado
anterior también es valido para ¢ = 0. Por tanto, f es parcialmente derivable en R2,
y se tiene que V f(c, 1) = (0,0) para todo (¢, 1) € C.

Veamos ahora que las derivadas parciales de f son continuas en todo punto

(c,1) e C.

0<| Yoyl = [P Bly -+ |2 Byt e
o (% + |y — 1])? 4y =1 | 2?+[y—1 -
O 13 [y = 1] + 27 2 2
< —1)"=3y—-1
el [VRSUEE VR
donde en (*) hemos aplicado que [3- |y — 1| + 2?] < 3 [ |y — 1| + 2?], ya que z* > 0.
Por tanto, se deduce que ( l)1rr% : %(w, y)=0= %(c, 1), por lo que g—£ es continua
z,y)—(c,1
en C'y, por tanto, lo es en R2.
o< 8_f<31j 0| = 2y —1) 22% + |y — 1] ] _ x? 222 + |y — 1] ] 2 \y—ll(?
oy (22 + [y — 1])? e+ ly =1 | 22+ |y — 1] h
912 [22 + |y — 1] ]
< T —1=2|z —1
=t el -1 =2 el - 1
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donde en (x*) hemos aplicado que [22%+|y—1|] < 2 [z®+|y—1]| ], ya que [y—1] > 0.
Por tanto, se deduce que (Lyl)i{)r%c’l) g—i(x, y)=0= g—i(c, 1), por lo que 5, ©s continua
en C'y, por tanto, lo es en R?.

En conclusién, como las derivadas parciales son continuas en R2, tenemos que

f € CHR?).
Ejercicio 2.2.3. Probar que el campo escalar f : R? — R definido por:

(2 + )
(y —x%)? 4 25

fla,y) = V(z,y) € R*\ {(0,0)}, f(0,0) =0

es diferenciable en R2.

Consideramos U = R?\ {(0,0)}, que es un abierto por ser {(0,0)} un cerra-
do. Ademas, f o € CY(U) por ser racional; por lo que por el cardcter local de la

diferenciabilidad f es diferenciable en todo punto de U.

Como no pide informacién sobre las derivadas parciales en los puntos de U,
evitamos calcularlas; ya que a simple vista parecen complejas. Veamos si f es par-
cialmente derivable en el origen:

_ _a® 3
g(O, 0) = lim f(@,0) ~ (0,0) = lim —f(x, 0) — fm 2428 — =
oz 0 z—0 N R =0 I z—0 1 + 2
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0=0 10 0
dy y—0 y—0 y—=0 Yy y—0 g

Por tanto, tenemos que f es parcialmente derivable en el origen, con V f(0,0) = (0, 0).
Veamos ahora si f es diferenciable o no en el origen. Para ello, buscamos acotar
la funcién ¢ : U — R dada por:

o(z,y) = flx,y) — f(0,0) = (V(0,0) | (z.9)) _ flz,y) _ 2522 + ¢?) )
: I(z,y)] N T LN
- x6\/m Ve e U

o <y_x2)2+$6

Tenemos que la acotacién es:

0< eyl < Ve +9? V(zy) el
de lo que se deduce que ( l)in%o 0 o(x,y) = 0, luego f es diferenciable en el origen.
x7y _> b
Por tanto, f es diferenciable en R2.

Ejercicio 2.2.4. Para cada n € N, estudiar la continuidad, la diferenciabilidad y la
continuidad de las derivadas parciales del campo escalar f : R? — R definido por:

1

Consideramos U = R?\ {(0,0)} abierto, y veamos que f‘U € C1(U). Como en la

flzy) = ($+y)"sen( ) V(z,y) € R\ {(0,0)}, f(0,0)=0

Figura 2.1 se ve, el término de la derecha es composicién de funciones de clase C*
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en sus respectivos dominios; y por la Regla de la Cadena, dicha composicion es de
clase 1. Veamos cudles son esas funciones. Tenemos que la aplicacién p : U — RT
es polinémica, por lo que es de clase 1. Ademéds, /= es también de clase 1; por lo
que la composicién (el denominador) es de clase 1. Ademas, la funcién inversa + con
dominio en R* es de clase 1, por lo que el argumento del seno es de clase 1. Por
ultimo, x — senx es de clase 1, y el argumento hemos visto que también; por lo que
por la Regla de Cadena, tenemos que la composicién es de clase 1.

8=

U—2 Rt — Y L, RY s RY — @, 101]cR

1 1
T,y) — 22+ Yt —— 2+ —— — sen | ——
( ) /$2+y2 /$2+y2

Figura 2.1: Composicion del término de la derecha.

Ademas, el término de la izquierda es polinémico, por lo que es también de clase 1.
Por tanto, f}U € CY(U). Por el caricter local de la continuidad y diferenciabilidad,

tenemos que f es continua y diferenciable para todo punto de U. Ademds, sus
derivadas parciales son continuas en todo punto de U. La parcial respecto de x para
todo punto de U es:

OF (2,) = n(x + y)™ L) @ty ! - L
—I, = nlx Ssen Ry €T COS . . - 2 =
oz Y Vat+y? / Vai+y? ) 2?4y 2/a2 42

1 1 T
_ n—1 - o n .
=n(r +y)"  sen ( x2+y2) (z +y)" cos ( x2+y2) Y

La derivada parcial respecto de y de f coincide debido a la simetria. Por tanto,
calculamos ahora la derivada parcial respecto de = en el origen:

— " - sen 1
a_f(0,0) = lim f(x,0) = /(0,0) = lfm —— = lim 2™ sen —
ox z—0 z—0 z—0 T z—0 ||

m Paran—1< 0« n<1:

Tenemos que la derivada parcial respecto a = en el origen no esta definida
(el limite no converge, diverge), por lo que f no es diferenciable en el origen.

Ademas, por la simetria, la derivada parcial respecto a y en el origen tampoco
esta definida.

Para estudiar la continuidad de f en el origen, distinguimos casos:

e Paran=0:

Tenemos que f(z,y)sen (ﬁ) Y(z,y) € R*\ {(0,0)}.
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Como es limite buscado es en el origen, aplicamos el cambio de variable
(z,y) = (t,0):

lim f(¢,t) = 1i L =1i !
e LA i R N R V2 |t]
Por tanto, este limite no existe, por lo que el limite de f en el origen

tampoco existe, implicando que f no es continua en el origen.

e Paran <0:

Como es limite buscado es en el origen, aplicamos el cambio de variable
(z,y) = (t,1):

’ ’z n ]‘ __1¢ nin 1
11_r>%f(t,t)—11_r>%(2t) sen(\/ﬁ) —15%215 sen(\/im)

Por tanto, este limite no existe (diverge), por lo que el limite de f en el
origen tampoco existe, implicando que f no es continua en el origen.

Por tanto, f es continua, diferenciable y con derivadas parciales continuas tan
solo en U paran < 1.

m Paran—1=0«<=n=1:

Tenemos que la derivada parcial respecto a z en el origen no esté definida (el
limite no converge), ya que queda:

of , 1
%(O, 0) = ilir(l) sen Tl

Por tanto, f no es diferenciable en el origen. Ademads, por la simetria, la
derivada parcial respecto a y en el origen tampoco esta definida. Veamos ahora
si f es continua en el origen:

0<|f(z,y)] = <z+y

1
(z 4+ y) sen <\/Ty2>

de lo que se deduce que ( l)m% )f(x, y) = 0= f(0,0), por lo que f es continua
z,y)—(0,0

en el origen.
Por tanto, f es continua en R2. No obstante, f es diferenciable y con derivadas
parciales continuas tan solo en U.

s Paran—1>0<«<=n>1::

Tenemos que las derivadas parciales en el origen son nulas, por lo que el gra-
diente es Vf(0,0) = (0,0). Estudiamos por tanto la diferenciabilidad. Para
ello, definimos la funciéon ¢ : U — R dada por:

) — £(0.0) — (VF0,0) | (r.y)  Fla.y)
olz.9) = 1@yl =@yl
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Por facilidad para los calculos, usamos la norma 1 en el denominador:

o(r,y)

Buscamos acotar dicha funcién.

(z +y)"

= —— 2 sen
] + [yl

1

)

Para todo (x,y) € U, tenemos:

0 < Loyl = [EFY" on (L }| < |t _ M@ +u) O
| =1+ ly] VR £y [+ 1yl |zl + yl

& | (z+y)"| )

<Y T 4

e it

donde, como n > 1, se deduce que

usado la desigualdad triangular.

(z,y)—(0,0)

lim  p(z,y) = 0. Ademads, en (*) hemos

Entonces, f es diferenciable or tanto continua, en el origen. Tan solo falta
) ) b
por ver si las derivadas parciales son continuas en el origen Para ello, calcula-

mos el limite radial en el origen

l/ ) n—1
2

en coordenadas cartesianas:

T
sen

(7)o () G

1, (2 )n—l ( 1 ) 2n ( 1 ) xn-i-l
= lim n(2z sen| — | —2"%cos | — | - —— =
z—0+ \/51: \/§x 2%x3
1 3 1
= lfm n(2x)" 'sen | — | — 2" 2 cos | — | - 2" 2
z—0+ ( ) <\/§x> (\/596)
e Paran=2:
If (z,2) = lim 4 ! V2 !
im —(z,z) = lim 4zsen | — | — cos | —
a—0t Ox G V2 V2

Tenemos que, para n = 2, ese limite no converge; ya que no lo hace el
coseno. Por tanto, la derivada parcial respecto a x (y por simetria también
respecto a y) no son continuas en el origen. Por tanto, ambas derivadas
parciales son continuas tan solo en U.

Para n > 2:

La derivada parcial respecto a x en coordenadas polares es:

ox

= p" *cosf + sen 0]"

of (pCOS 0, psen 9) = npn_l

1
p" cos B + sen ]! [n sen — —

4

[cos 6 + sen 6] ! sen

0
[cos 6 + sen 0] cos — - pzi
ol ol P?lpl
1
[n sen — — —[cos 6 + sen 6] cos 6 cos —]
ol el Iz

33

|

p"[cos O + sen 0" cos

1

ol Pl

pcost
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Acotamos dicha funcién:

0 < ‘%(pcos@,psen&)' =

(%)
<

1 1
nsen — — —[cos # + sen #] cos 0 cos —

ol ol 1P|

1 1 1
nsen—‘ + ‘—[COSQ + sen 0] cos 0 cos — } <
ol Tl el

="' - |[cos 6 + sen 6] -

(2 " - |[cos 6 + sen ]| - [

< }pn—1| ,2n—1, |:7’L+%:| — }pn—2| .2n—1. [n|p|+2]

donde en (x) hemos usado que |b — ¢| < |b| 4+ | — ¢| = |b| + |¢| para todo
b,c € R. Como n > 2, tenemos que h'r% lp" 2| - 2"t - [n]p| + 2] = 0. Por
p—

tanto, tenemos que:

i P ep—o= 1m ¥
1m —\x, = = im 7
(z,y)—(0,0) Ox y (z,9)—(0,0) DY

(z,9)

Por tanto, tenemos que f € C1(R?).

Ejercicio 2.2.5. Para cada a € RT, estudiar la continuidad, la diferenciabilidad y
la continuidad de las derivadas parciales del campo escalar f : R? — R definido por

|2|* 2
Ejercicio 2.2.6. Estudiar la continuidad, la diferenciabilidad y la continuidad de
las derivadas parciales del campo escalar f : R* — R definido por
TYz

/ZL'Q _l_y2 +22

Sea U = R3\ {(0,0,0)}. Tenemos que U es un abierto, y veamos que f‘U €

fla,y,2) = V(z,y,2) € R\ {(0,0,0)}, £(0,0,0) =0

C1(U). El numerador es polinémica, por lo que es de clase 1. El denominador es
una composicién de una polinémica con la raiz cuadrada, que es de clase 1 en
R*. Por tanto, tenemos que f y e cociente de dos funciones de clase 1, por lo

que f|U € CH(U). Por el caracter local de la diferenciabilidad y de la continuidad,

tenemos que f es continua y diferenciable en todo punto de U. Ademsds, sus derivadas
parciales son continuas en todo punto de U, siendo estas:

2 2 2 _ __ z’yz
of VN T2 s ya(e? g+ 22) —aye
%f(l‘7ya 2) = =

Y(z,y,z) e U
2% + y? + 22 (22 + 2 + 22)3 (9,2)

Ademas, por la simetria notemos que todas las derivadas parciales coinciden.
Calculemos ahora el valor de las derivadas parciales en el origen:

af . f(x,0,0) - f(0,0,0) . 0-0
5a(0.0.0) = liyy RS =g iy S22 0
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De nuevo, por simetria, tenemos que todas las derivadas parciales en el origen coin-
ciden. Veamos que la derivada parcial respecto de x es continua en el origen. Para
todo (z,y, z) € U, se tiene:

of yz(2? +y® + 22) — 2%yz yz(2® + y* + 2?) 2y
0 < [2L f(a,y,2)| = ) < : ;
oz (lL‘2 + y2 + 22)2 (12 + y2 + Z2>2 (ZEQ + y2 + 22)2
B yz n 1?yz B
Va2 4y + 22 (22 4+ y? + 22)\/a? + y? + 22
2
yz x yz
- + |l <z + |2
Va2 +y? + 22 (* + 9> + 2°) z? +y? + 22
Por tanto, tenemos que:
af of
lim —f(x,y,2) =0=—=7£(0,0,0
(z,4,2)—(0,0,0) O% (2,9, 2) ox ( )
Por tanto, % es continua en R®, y andlogamente se tiene que lo son el resto de

derivadas parciales. Por tanto, queda directamente demostrado que f € C'(R3).

Ejercicio 2.2.7 (Prueba DGIIM 2023-24). Estudiar la continuidad, la diferencia-
bilidad y la continuidad de las derivadas parciales del campo escalar f : R? — R
definido por:

fon) =@ eos () Ve ERVO0) 0.0 =0

Sea el conjunto U = R?\ {(0,0)} € T,. El primer término es polinémico, por
lo que es de clase C*(U). El segundo término es composicién del coseno, que es de
clase C*(R), con una funcién racional, que es de clase C''(U). Como la composicién
de funciones de clase C! es de clase C!, tenemos que el segundo término es de
clase C*(U). Como el producto de funciones de clase C! es de clase O, tenemos
que f‘U € CY(U). Por el caracter local de la continuidad y la diferenciabilidad,

tenemos que f es continua y diferenciable en todo punto de U. Ademsds, sus derivadas
parciales son continuas en todo punto de U, siendo estas:

of 2x 1
——(z,y) = 2z cos <x2 +y2) +3 vy sen (—w2 n y2) V(z,y) e U

ox

0 0
Por simetria, como f(z,y) = f(y, z), tenemos que 8—f(y, x) = a—f(x,y) Calculamos
xz Y
ahora el valor de las derivadas parciales en el origen:
0 0) — £(0,0 % cos =
—f(0,0) = lim f(2,0) = /(0,0) = 1im =% i zcos — =0
aaj x—0 xr — O x—0 x z—0 $2

Por simetria, tenemos que 3—5(0, 0) = 0. Por tanto, tenemos que f es parcialmente
derivable en el origen, con V f(0,0) = (0,0). Veamos ahora si f es diferenciable en
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el origen. Para ello, definimos la funcién ¢ : U — R dada por:

oo y) = f(z.y) = £(0,0) = (Vf(0,0) | (z,)) _ flayy) _ (2% +y?) cos (+y)
| 1)l Il T

Veamos que ¢ estd acotada. Para todo (z,y) € U, tenemos:

(22 + o) cos (7

Como lim /z2+y? = 0, tenemos que lim ¢(z,y) = 0. Por tanto, f
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

es diferenciable en el origen, y por tanto continua en el origen. Veamos ahora si las
derivadas parciales son continuas en el origen. Para ello, consideramos dos sucesiones
de puntos de U que convergen al origen. Tomamos:

0 < [p(z,y)| =

) :'\/WCOS(L)BW

x2 492

{onbnen = { ﬂi—n} oo = { ﬁ}

Es directo ver que {z,} — 0y {z},} — 0. Ademds, sabemos que:

0 1 2 1 1 2 1
8—£(x, 0) = 2z cos (ﬁ) + x—g sen (ﬁ) = 27 cos (ﬁ) + —sen (;)

Veamos ahora que {—(x, y)} no es continua en el origen. Para ello, tenemos
neN

ox
que:
of 1 2 1 p
a—x(xn,O) = 2x,, COS <x_%> + x—nsen (x_?) =2z, -1+ $—n -0 =2z,
of p 1
%( 1,0) = 2z cos <(%)2) + o sen <(%)2) =2z cos(1) + o sen(1)
Por tanto,

{%(%,0)} = {22,} — 0

0 2
{a—f(x;l, O)} = {230;1 cos(1) + —/sen(l)} —0+senl- 0o =00
x n
Es decir, tenemos que g no es continua en el origen, ya que para dos sucesiones
x

distintas de puntos de U que convergen al origen, tenemos que las sucesiones de

valores de Iz no convergen al mismo valor. Por tanto, —— no es continua en el
x

ox

origen, y por simetria, tampoco lo es 30 2 el origen. Por tanto, f es diferenciable

en el origen, pero sus derivadas parciales no son continuas en el origen.
En resumen, tenemos que f es continua y diferenciable en R?, pero sus derivadas
parciales no son continuas en el origen.
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Ejercicio 2.2.8 (Ordinaria DGIIM 2022-23 y 2023-24'). Probar que la funcién
f : R? — R definida por

fa =2 ey) eRA{0.0) 10,0 =0

es de clase C! en R2.

Sea U = R?\ {(0,0)}. Tenemos que U es un abierto, y veamos que la restriccién
f v € CH(U). El numerador es la diferencia de una funién polinémica, luego de clase

C'(R?), con la composicién de la misma polinémica con el seno, que es de clase
C'(R). Por tanto, el numerador es de clase C''(R?). El numerador es polinémica,
por lo que es de clase C1(R?). Por tanto, f 6 el cociente de dos funciones de clase

C1(R?), por lo que f v € CH(U). Ademés, las derivadas parciales de f son continuas
en todo punto de U, siendo estas para todo (z,y) € U:

ﬁ(x y) = (y — yeos(ay))(@® +y*)* — da(2? + y*)(wy — sen(zy)) _
9z " (@ +12)
_ y(1 —cos(ay))(2® + y*) — dw(zy — sen(zy)) _
(ZL'Z _|_y2)3
_ y(I —cos(zy)) 4x(ry —sen(ry))
(22 +y?)? (22 +y2)3

Ademds, como f(x,y) = f(y, ), por simetria tenemos que:

0 0
e =) VeweU

Trabajamos ahora en el origen. Calculamos el valor de las derivadas parciales en

el origen. Para ello, tenemos que:

8_fx _ 0  4z(0-0)
8x( ,0) (22)? (22)

=0-0=0 Vx € R*

Por tanto, tenemos que:

9 0, 0) = 1 180 =00 0 020
ox z—0 x—0 z—0

Como el enunciado nos pide demostrar que es de clase C1(IR?), ya sabemos que es
continua y diferenciable en el origen. Para probar lo buscado, hemos de demostrar
que sus derivadas parciales son continuas en el origen. Es decir, tenemos que ver

que:
, of of
lim =

Y ay)y=0=2L(0,0
(2,y)—(0,0) Ox (z,y) 8:6( 0)
of

Buscamos entonces acotar la funcién g> con una funcién que tienda a 0 cuando
(z,y) = (0,0).

1Se repitié ambos aifios.
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Por la regla de L’Ho6pital, tenemos que:
1 —cost . sent . cost 1

lfm—: im —=\im— = —
x—0 t2 x—0 2t x—0 2 2

Por tanto, definiendo ¢ : R — R dada por:

1 — cos(t) . 1
p(t) = ——F3—— VieR p(t) =5
t 2
tenemos que ¢ es continua en el origen, y por tanto verifica:
t2p(t) = 1 — cos(t) Vie R
De forma anédloga, por la regla de L’Hopital, tenemos que:
. t—sent o 1—cost 1
Im—— =lfm—— = =
t—0 t3 t—0 32 6
Por tanto, definiendo ¢ : R — R dada por:
t — sen(t . 1
v = 00y ep vl = 3

tenemos que v es continua en el origen, y por tanto verifica:
t(t) =t —sen(t) VtER
Tomando t = zy para (x,y) € U, tenemos que:

O oy =L yo(xy) 4z 2y (ay)
or Y (12 + y2>2 <$2 + y2)3

Por tanto, usando que 22 < 2% + % e y? < 2% + 92, tenemos que:

of _ |y 2tyteley) - 2Py (ey)
0< %(:c,y)' - ‘ (22 + 42)? B (2 + y?)3 '
|y Telay)| |42yl
(22 +y?)? (2 +42)°

<y play)| + [y - ¢ (zy)]
Como {zy} — 0 cuando (z,y) — (0,0) y ¢ y % son continuas en el origen,

tenemos que:

1
=0

0-=
* 6

N | —

Ly eley)l [y - vley)]

0
Y, como es una acotacion de —f(a:, y) que tiende a 0, tenemos lo buscadoo:

ox
of of
i —(x,y) =0=—(0,0
(2,9)—(0,0) 0:6( v) ax( )
Por tanto, la derivada parcial de f respecto de z es también continua en el origen.
Por simetria, tenemos que la derivada parcial de f respecto de y es continua en el

origen.
Por tanto, como f es parcialmente diferenciable, con derivadas parciales conti-

nuas en R?, tenemos que f € C1(R?).
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Ejercicio 2.2.9 (Ordinaria DGIIM 2023-24 Incidencias). Estudiar la continuidad,
la diferenciabilidad y la continuidad de las derivadas parciales del campo escalar
f :R? = R definido por

~ ylog(1 + z?)

S Yen e E\{0.0),  f0.0=0

f(z,y)
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2.3. Imagen de una funcién de dos variables
Ejercicio 2.3.1. Calcular la imagen de la funciéon f: A — R, donde

A={(z,y) eR? |2 <2y —y°} vy fla,y) =2"+y@y’ —49)

Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:

={(z,y) eR*[2* <2y — "} ={(z,y) eR* [ 2" — 2y + 1" < O} =
{(zy) eR? |2+ (y —1)* < 1} =
B[(0,1),1]

Figura 2.2: Conjunto de definicién A = B[(0,1), 1].

Como A es una bola cerrada, tenemos que es un conjunto cerrado y acotado,
luego compacto. Ademas, es convexo, luego conexo. Como f es continua por ser
polindmica, tenemos que f(A) C R es compacto (Teorema de Weierstrass) y conexo
(Teorema del Valor Intermedio), por lo que es un intervalo cerrado y acotado, por
lo que tiene minimo y maximo.

Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que A° = BJ(0, 1), 1]. Como f es
diferenciable en todo punto de A° por ser polinémica, tenemos que f es parcialmente
derivable en todo punto (z,y) € A°, con:

of ., Of s
aw(fv,y)—%ay(%y)—‘ly 4

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la condicién
necesaria de extremo relativo, V f(z,y) = 0. En este caso, el inico punto critico del
interior de A es el punto (0,1) € A°.

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que:

FrA={(z,y) €R*|2® =2y —y*} =
—{(z,y) eR? |2+ (y—12=1} =
= 5[(0,1),1]

Ademds, como para todo (z,7) € A, se tiene que 2 + (y — 1)? < 1, entonces:

(y—1P2<1l=|y—1<1l=y€02]
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Por tanto, para (z,y) € Fr A C A, tenemos que:

flay) =2 +y(@® —4) =2y —y*+y" —dy=y" —y* — 2y

Es decir, f(Fr A) = h([0,2]), con h : [0,2] — R dada por h(y) = y* — y* — 2y.
Calculamos por tanto la imagen de dicha funcién real de variable real. Como es
polinémica, tenemos que h es derivable en [0,2], con h'(y) = 4y® — 2y — 2. Los
puntos criticos son entonces los que anulan la primera derivada:

Por tanto, tenemos que h'(y) = 2(y — 1)(2y* + 2y + 1). Como y € [0, 2], tenemos
que el segundo factor no se anula. Por tanto, tenemos que los posibles extremos
absolutos de h son {0, 1,2}.

h0)=0 h(l)=-2 h(2)=16—-4—4=38
Por tanto, h([0,2]) = f(Fr A) = [-2,8].

Como el tnico candidato a extremo relativo del interior de A era el punto (0, 1),
y f(0,1) = —3, tenemos que:
f(A) =1[=3,8
El minimo absoluto se da en (0, 1), y el maximo absoluto se da para y = 2, es decir,
para el punto (0, 2).

Ejercicio 2.3.2. Calcular la imagen de la funcién f : A — R, donde
A={(z, ) eR’ |z -1 +9" <4, 220} vy  flz,y)=(z—2°+2¢
Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:

A={(z,y) eR*| (z - 1)*+y* <4, >0} = B[(1,0),2] N (R} x R)

Figura 2.3: Conjunto de definicion A.

Tenemos que Ry x R = g71([0, +00[), donde g : R — R dada por g(z) = z es
una funcién continua y [0, 00| es un cerrado. Como la imagen inversa de un cerrado
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mediante una funcién continua es un cerrado, tenemos que Ry x R es un cerrado.
Ademas, como una bola cerrada es un cerrado, tenemos que A es la interseccién de
dos cerrados, luego es cerrado. Ademsds, es acotado, ya que A C B[(1,0),3] (por
ejemplo). Por tanto como es cerrado y acotado y A C R™, tenemos que es compacto.

Ademas, una bola cerrada es convexa, y el semiplano > 0 también es convexo,
luego su interseccién es convexa, luego conexa.

Como f es continua por ser polinémica, tenemos que f(A) C R es compacto
(Teorema de Weierstrass) y conexo (Teorema del Valor Intermedio), por lo que es
un intervalo cerrado y acotado, por lo que tiene minimo y maximo.

Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que A° = B[(1,0),2]N(RT xR).
Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser polindmica, tenemos que f es
parcialmente derivable en todo punto (z,y) € A°, con:

O () = 2 —2) Lo -1

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la condicién
necesaria de extremo relativo, V f(z,y) = 0. En este caso, el inico punto critico del
interior de A es el punto (2,0) € A°.

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que Fr A = C; U C5, donde:

Ci={(z,y) e R?*| (z = 1)* +¢y* =4, >0} = 5[(1,0),2] N (Ry x R)
Cy={(z,y) eR*[2=0, (1 =1 +y* <4} ={(0,y) eR* | 1" +y° <4} =
—{(0.y) e R [y? <3} = {(0,9) € R* | y € [-V3, V3]
Estudiamos en primer lugar C;. En este arco paramétrico, tenemos que y? =
4 — (z —1)%. Ademds, como en todo punto de C; se tiene que (z — 1) < 4, x >0,

tenemos que |z — 1| < 2, x > 0, luego = € [0, 3]. Definimos entonces la siguiente
funcién auxiliar:

he: [0,3] —» R
r — (242 =(x—2)*+2(4— (z—1)?

Tenemos que h; es una funcion real de variable real. Como es polinémica, es derivable
en todo punto de |0, 3], por lo que los puntos criticos de su interior son aquellos que
anulan la primera derivada:

hi(r) = (x—2)*+2(4—(x—1)*) =2* +4—4x+8—-22° — 2+ 4z = —2° + 10 =
= hi(r)=-2r=0<=2=0

Por tato, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de h; son {0, 3}.

Por tanto, h([0,3]) = f(Cy) = [1, 10].

Estudiamos ahora Cs. En este caso, nos definimos la siguiente funcién auxiliar:

hgi [—\/37\/§] — R?

y — (v —2)2+2¢y* =4+ 29°
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Tenemos que hs es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es derivable
en todo punto de | — V3,3 [, por lo que los puntos criticos de su interior son aquellos
que anulan la primera derivada:

hy(y) =4y =0<=y=0
Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {—\/g, 0, \/5}
ho(—V3) = hao(V3) =10 hy(0) =4
Por tanto, hy([—v/3,V3]) = f(Cs) = [4,10].

Como el tnico candidato a extremo relativo del interior de A era el punto (2,0),
y f(2,0) = 0, tenemos que:
f(A) =10, 10]

Ejercicio 2.3.3. Calcular la imagen de la funciéon f: A — R, donde
A={(zy) eR*[22° +y* <2} v flzy) =2°@y-1)°

Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:

2
A= {(q:,y) €R2\x2+% < 1}
Por tanto, se trata de una elipse centrada en el origen, con semiejes b= 1y a = /2,
con el eje mayor en el eje Y.

Figura 2.4: Conjunto de definicion A.

Sabemos que A es homeomorfo a B(0,1), por lo que es compacto y conexo. No
obstante, resolveremos dicho ejercicio sin usar dicha propiedad, parte del temario de
Topologia I.

En primer lugar, sabemos que es cerrado, ya que es la imagen inversa mediante
una funcién polinémica (luego continua) del intervalo | — 0o, 1], que es cerrado.
Ademés, es acotado, ya que A C B(0,2) (por ejemplo). Por tanto como es cerrado
y acotado y A C R", tenemos que es compacto.

Para ver que es conexo, vamos a ver que es convexo. Sea (z1,41), (x2,y2) € A.
Tenemos que ver que [(z1,41), (z2,y2)] C A. En efecto, un punto de dicho segmento
es de la forma:

(1 =t)(w1,y1) + (w2, 92) = (1 — t)zy + twg, (1 — t)y1 + typ) con t € [0,1]
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Por tanto, tenemos que:

2((1 = t)ay + twa)® + (1 — t)yr + ty2)? < 2((1 = t)ay + tay) + (1 — )y +ty3) =

(+%)
— (1=t + 3 +t2a2+ 43 < (1—t)-24+t-2=2  Vte[0,1]

donde en (x) hemos usado que, como la funcién g : R — R dada por g(z) = z?

es convexa, entonces [(1 — t)a + tb]* < (1 — t)a® + tb* para todo a,b € R y todo
t € [0,1]. En (*x) hemos usado que (x1, 1), (z2,y2) € A. Por tanto, tenemos que
[(z1,y1), (z2,92)] C A, luego A es convexo, luego conexo.

Como f es continua por ser polindmica, tenemos que f(A) C R es compacto
(Teorema de Weierstrass) y conexo (Teorema del Valor Intermedio), por lo que es
un intervalo cerrado y acotado, por lo que tiene minimo y maximo.

Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que A° = {(z,y) € R? | 222 +
y?> < 2}. Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser polindémica, tenemos
que f es parcialmente derivable en todo punto (z,y) € A°, con:

O (o) = 20y — 17 ) =3y - 17

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la

condicién necesaria de extremo relativo, V f(z,y) = 0.

V() = (0.0) s 4 21D =0 J;?O
’ ’ 322y —1)* =0 =1

Por tanto, hay un conjunto no numerable de puntos criticos del interior de A.
Estos son {(0,y), (z,1) € R? | z,y € R}. Tenemos que:

fOy) =0 flz,1)=0

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que Fr A = {(z,y) € R? |
222 +1? = 2}. Tenemos que 22 = 1 — % Ademas, como en todo punto de A, se tiene
que y? < 2, por lo que y € [—\/5, \/ﬁ] Nos definimos entonces la siguiente funcion

auxiliar:
he [-v2,v2] — R
2

y — a(y-1)0°= <1_%> (y—1)°

Tenemos que h es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — v/2, /2], por lo que los puntos criticos de su interior
son aquellos que anulan la primera derivada:

2

W(y) = —yly—1)°+ <1 - %) Bly—17 = (y—1) [—y(y ~1)+3 (1 - y;)] -

y=1

3y 51>
:(y—1)2{—y2+y+3——}:(y—l)Q[———l—y—I—S =0+ v

2 2 14++/31

5
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Veamos cuéles valores de y son validos. Como y € [—\/5, \/ﬂ, tenemos que:

1431
T<\/§<=>1i\/31<5\/§<=>1+3112\/31<50<=>i\/31<18

1++/31
T\/_>\/—2<:>1i\/3_1>—5\/§<:>—1$\/3_1<5\/§<:>
= 1+31+2V31 < 50 < +v31 < 18

Por tanto, tenemos que los tres candidatos son validos. Veamos cudles son los

extremos absolutos de h en [—\/5, \/ﬂ
p(v2) =n(=v2) =0=n()

Por la complejidad de los calculos, evitamos calcular la imagen de los otros dos

2

puntos criticos, sino tan solo su signo. Como h(y) = (1 . (y —1)3 y el primer

2
término siempre es positivo, el segundo término, y — 1, determina el signo de h(y).

1++31 1++31
h(%) >O<:>+T>1<:>1+\/31>5<:>\/31>4<:>31>16

<l<—1—-V3l<hb<+—= —V31 <4

1—+31 1—+31
h —5 <0(:>T

Por tanto, tenemos que la imagen de f es:

fo) = h<1—5\/ﬁ>7h<1+5\/ﬁ>

Ejercicio 2.3.4. Calcular la imagen de la funciéon f: A — R, donde
A={(z,y) eR*|0<e<2-y"} v flry)=2>+y" -2
Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:
A={(z.y) eR* |2 >0} N{(z,y) € R* |2 <2 - y*}

El primer conjunto es directo ver que se trata del semiplano x > 0. El segundo
conjunto es la regién del plano delimitada por la pardbola z = —y%+2. Dibujémoslo:

sy

\/éf

Figura 2.5: Conjunto de definicion A.
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Sabemos que A es homeomorfo a B(0,1), por lo que es compacto y conexo. No
obstante, resolveremos dicho ejercicio sin usar dicha propiedad, parte del temario de
Topologia I.

En primer lugar, sabemos que el semiplano x > 0 es cerrado, ya que es la imagen
inversa mediante una funcién polinémica (luego continua) del intervalo [0, +00], que
es cerrado. La region delimitada por la pardbola es cerrada, ya que es la imagen
inversa mediante una funcién polinémica (luego continua) del intervalo | — oo, 2],
que es cerrado. Por tanto, A es la interseccién de dos cerrados, luego es cerrado.

Ademas, es acotado, ya que A C B(0,7) (por ejemplo). Por tanto como es
cerrado y acotado y A C R", tenemos que es compacto. Veamos ahora que es
conexo. El semiplano es convexo. Veamos que la region delimitada por la pardbola
también lo es. Sea P dicha regién, y sean (x1,y1), (z2,y2) € P. Tenemos que ver que
[(z1,91), (z2,92)] C P. Un punto de dicho segmento es de la forma:

(1 —=t)(z1,y1) + t(x2,y2) = ((1 — t)xqy + tao, (1 — t)y; + tyo) cont € [0,1]

Por tanto, tenemos que:

*

(1= t)ys +ty2)” + (1 = )y +tag) < (1 — 1)y 4+ tys + (1 — t)xy + twg =

—
N

*k)

==yl +x]+tys +a2] < (1—t)-24+t-2=2-(1—t+1t)=2

donde en (x) hemos usado que, como la funcién g : R — R dada por g(x) = 22
es convexa, entonces [(1 — t)a + tb]*> < (1 — t)a® + tb* para todo a,b € R y todo
t € [0,1]. En (%) hemos usado que (z1,%1), (z2,y2) € P. Por tanto, tenemos que
[(z1,91), (z2,y2)] C P, luego P es convexo.

Como la interseccion de dos conjuntos convexos es convexa, tenemos que A es
convexo, luego conexo.

Por tanto, tenemos que A es compacto y conexo, y como f € C1(A), en particular
continua, tenemos que f(A) C R es compacto (Teorema de Weierstrass) y conexo
(Teorema del Valor Intermedio), por lo que es un intervalo cerrado y acotado, por
lo que tiene minimo y méaximo. Es decir:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]
Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que:
A ={(z,y) eR*|0<z<2—9°}

Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser polindémica, tenemos que f es
parcialmente derivable en todo punto (x,y) € A°, con:

%(fﬂ,y)zﬁ—? Z—g(fc,y)z%

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la
condicién necesaria de extremo relativo, V f(x,y) = 0. En este caso, el tinico punto
critico del interior de A es el punto (1,0) € A°, con f(1,0) = —1.

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que:

FrA:{(:B,y)E]R2]x:0,$+y2<2}u{(1:,y)ER2|x:2—y2,$>0}
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Sea C1 = {(z,y) e R? | z = 0,z +y* < 2} = {(0,y) € R? | y* < 2}. Ademss,
como en (] se tiene x =0, f ‘C (y) = y*. Nos definimos entonces la siguiente funcién
1

auxiliar:

hl : [—\/i, \/§] — R

y — 224 y? -2z =1?

Tenemos que h; es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — V2.2 [, por lo que los puntos criticos de su interior
son aquellos que anulan la primera derivada:

Ri(y) =2y=0<=y=0
Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de h; son {—\/5, 0, \/5}
h(—V2)=h(V2)=2  h(0)=0
Por tanto, hy ([—v/2,v2]) = f(C1) = [0,2].

Sea Cy = {(z,y) € R? | x = 2 — y* & > 0}. Para todo punto de z, se tiene que

x > 0, luego 2—y? > 0, luego y? < 2. Por tanto, en Cs, como x = 2—4% vy 0 < 3% < 2,

tenemos que x € [0, 2]. Por tanto, definimos la siguiente funcién auxiliar:

hQZ [0,2] — R
T — 2’4yt 2w =2 +2—-0—-20=2%—-30+2

Tenemos que hy es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es

derivable en todo punto de |0, 2[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

hg(x):2x—3:0<:>x:g

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {—+/2,3/2,1/2}.

ha(0) =2 ha(2) =0 h2<;>:_i

Por tanto, hs ([0,2]) = f(C2) = [—1,2]. Por tanto, tenemos que la imagen de f
es:

f(A) =[-1,2]
Ejercicio 2.3.5. Calcular la imagen de la funciéon f: A — R, donde
A={(z,y) eR*|~1<z<y<1} v flay=2"+y+ry—a
Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:
A={(z,y) eR? [z > -1} N{(z,9) eR* |y <1} N {(x,9) eR* |z —y <0}
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- - >

— -1

Figura 2.6: Conjunto de definicion A.

Se trata de tres conjuntos cerrados, ya que son la imagen inversa mediante funcio-
nes polinémicas (luego continuas) de [—1, 00|, | =00, 1] y | —00, 0], respectivamente.
Por tanto, A es la interseccion de tres cerrados, luego es cerrado. Ademas, es aco-
tado, ya que A C B(0,2) (por ejemplo). Por tanto como es cerrado y acotado y
A C R"™, tenemos que es compacto. Veamos ahora que es conexo.

Tenemos que en los tres casos se trata de semiplanos, por lo que son convexos.
Como la interseccion de convexos es convexa, tenemos que A es convexo, luego
conexo.

Por tanto, tenemos que A es compacto y conexo, y como f € C'(A), en particular
continua, tenemos que f(A) C R es compacto (Teorema de Weierstrass) y conexo
(Teorema del Valor Intermedio), por lo que es un intervalo cerrado y acotado, por
lo que tiene minimo y maximo. Es decir:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]
Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que:
A ={(z,y) eR? | -1<x<y<1}

Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser polindmica, tenemos que f es
parcialmente derivable en todo punto (z,y) € A°, con:

of aof
- = —1 — =
5 (x,y) =224y o (x,y) =2y +x

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la
condicién necesaria de extremo relativo, V f(x,y) = 0. En este caso, el tinico punto
que anula el gradiente es el punto (2/3, ~1/3), pero este punto no pertenece al interior
de A, por lo que no es candidato a extremo relativo del interior de A.

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que Fr A = C; UC,UCj3, donde:

Cr={(z,y) eR?|z=-1,-1<y< 1}
Cy={(r,y) eR*|y=1,-1< <1}
Cs={(z,y) eR* |z —y=0,-1<z <1}
Estudiamos en primer lugar C';. Definimos la siguiente funcién auxiliar:
hi: [-1,1] — R
y — 1P+ (-ly— (1) =y’ —y+2
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Tenemos que h; es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 1, 1[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

1
h’l(y):2y—1:0<:>y:§

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {—1,1/2,1}.

h(—1) =4  h()=2 b (%):Z

Por tanto, hi([—1,1]) = f(C1) = [7/4,4]. Estudiamos en segundo lugar Cy. Defi-
nimos la siguiente funciéon auxiliar:

ho : [—1,1] — R
r — *+1l+r—x=a*+1

Tenemos que hy es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 1, 1[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

hy(x) =22 =0<=2=0

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {—1,0,1}.

ho(—1) = h(1) =2  hy(0) =1

Por tanto, ho([—1,1]) = f(Cs)

la siguiente funcién auxiliar:

[1,2]. Estudiamos en tercer lugar C. Definimos

hs : [—1,1 — R
r — 224t 4 2 —rx=322—1x

Tenemos que hz es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 1, 1[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

1
hg(:p):6x—1:0<:>x:6

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de h3 son {—1,1/6,1}.

1

ha(—1) =4  hy(1) =2 h3<6):

1
12

Por tanto, h3([—1,1]) = f(C3) = [~1/12,4]. Por tanto, tenemos que la imagen de
f es:
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Ejercicio 2.3.6 (Prueba DGIIM 2022-23 y 2023-24?). Calcular la imagen de la
funcion f: A — R, donde

A={(zy) eR?[0<a <21~} v flzy)=(@-1"+y
Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:
A={(z,y) eR* |z >0} N{(z,y) €R* | w +2y” < 2}

El primer conjunto es directo ver que se trata del semiplano x > 0. El segundo
conjunto es la regién del plano delimitada por la pardbola x = —2y?+2. Dibujémoslo:

Figura 2.7: Conjunto de definicion A.

Sabemos que A es homeomorfo a B(0,1), por lo que es compacto y conexo. No
obstante, resolveremos dicho ejercicio sin usar dicha propiedad, parte del temario de
Topologia I.

En primer lugar, sabemos que el semiplano x > 0 es cerrado, ya que es la imagen
inversa mediante una funcién polinémica (luego continua) del intervalo [0, +00], que
es cerrado. La region delimitada por la pardbola es cerrada, ya que es la imagen
inversa mediante una funcién polinémica (luego continua) del intervalo | — oo, 2],
que es cerrado. Por tanto, A es la interseccién de dos cerrados, luego es cerrado.

Ademas, es acotado, ya que A C B(0,7) (por ejemplo). Por tanto como es
cerrado y acotado y A C R", tenemos que es compacto. Veamos ahora que es
conexo. El semiplano es convexo. Veamos que la region delimitada por la pardbola
también lo es. Sea P dicha regién, y sean (x1,y1), (z2,y2) € P. Tenemos que ver que
[(z1,91), (2,92)] C P. Un punto de dicho segmento es de la forma:

(1= 8)(z1,91) + Uza, y2) = (1 = )y + o, (L= t)yr +1ys)  cont € [0,1]

Por tanto, tenemos que:

—

%)
(1= t)ay +txs) +2((1 = )y +tya)* < (1 — )y + tag + 2 (1= tyyi +tys) =

(+%)
=1 —t)(z1+2y7) +t(2242y3) < (1—1t)-2+t-2=2

donde en (x) hemos usado que, como la funcién g : R — R dada por g(x) = 22

es convexa, entonces [(1 — t)a + tb]* < (1 — t)a® + tb* para todo a,b € R y todo

2Se repitié ambos afios.
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t € [0,1]. En (%) hemos usado que (z1,%1), (22,92) € P. Por tanto, tenemos que
[(z1,71), (z2,92)] C P, luego P es convexo. Como la interseccién de dos conjuntos
convexos es convexa, tenemos que A es convexo, luego conexo.

Por tanto, tenemos que A es compacto y conexo, y como f € C* (A), en particular
continua, tenemos que f(A) C R es compacto (Teorema de Weierstrass) y conexo
(Teorema del Valor Intermedio), por lo que es un intervalo cerrado y acotado, por
lo que tiene minimo y maximo. Es decir:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]
Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que:
A ={(z,y) eR?* |0 <z <2—2y%}

Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser polinémica, tenemos que f es
parcialmente derivable en todo punto (x,y) € A°, con:

0 0
U (a,9) = a1y e =2

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la
condicién necesaria de extremo relativo, V f(z,y) = 0. En este caso, el tinico punto
critico del interior de A es el punto (1,0) € A°, con f(1,0) = 0.

Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que:

FrA={(z,y) eR* |z =0,2+2” <2} U{(z,9) eR* |z =2—2y° x>0}

Sea C) = {(z,y) € R? | x = 0,z + 2y* < 2} = {(0,y) € R? | y* < 1}. Nos
definimos entonces la siguiente funcién auxiliar:

hli [—].,]_] — R
y — (z—1)"+y?=1+1?

Tenemos que h; es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 1, 1[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

hi(y)=2y=0<=y=0
Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {—1,0,1}.
hi(—1) = hi(1) =2 hy(0) =1

Por tanto, hy ([-1,1]) = f(C1) = [1,2].

Sea Cy = {(z,y) € R? | z = 2 — 2y*,x > 0}. Como 2 — 2y* > 0, tenemos que
y € [—1,1], por lo que y? € [0,1]. Adem4s, como en Cy se tiene x = 2 — 2y, se tiene
que y* =1—% y x € [0,2]. Por tanto, definimos la siguiente funcién auxiliar:

h2 : [0,2 R

—
T — (-4 =(z-1)"+1-1%
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Tenemos que hs es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 1, 1[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:

1
h;(x):4(x—1)3—§:0<:>x:§

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de hy son {0,3/2,2}.

ha(0) =2  ha(2) =1 h?(%)ﬂ%

Por tanto, hy ([0,2]) = f(Cy) = [5

16 2}. Por tanto, tenemos que la imagen de f
es:

f(A) =10,2]

Ejercicio 2.3.7 (Ordinaria DGIIM 2023-24). Calcula la imagen de la funcién f :
A — R, donde

_ 21,2, .2 -
A={(z,y) eR* | 2" +y <1, y >0} y f(xuy)_2+x2+y2

Ejercicio 2.3.8 (Ordinaria DGIIM 2022-23). Calcula la imagen de la funcién f :
A — R, donde

_ 2,2 2 -
A={(z,y) eR° 2" +y <1} y f(m’y)_1+x2+y2

Veamos en primer lugar el conjunto en el que esta definido, A:

N
L

Figura 2.8: Conjunto de definicion A.

Sabemos que A es una bola cerrada, por lo que es un conjunto cerrado y acota-
do, luego es compacto. Ademads, como es una bola, es convexo, luego es conexo. Por
tanto, tenemos que A es compacto y conexo, y como f € C*(A) por ser racional, en
particular es continua y tenemos que f(A) C R es compacto (Teorema de Weiers-
trass) y conexo (Teorema del Valor Intermedio), por lo que es un intervalo cerrado
y acotado, por lo que tiene minimo y maximo. Es decir:

f(A) = [min f(A), méx f(A)]

72



Analisis Matemaético I 2.3. Imagen de una funcién de dos variables

Estudiamos en primer lugar su interior. Tenemos que:
A° = {(z,y) e R? | 2? +y* < 1} = B(0,1)

Como f es diferenciable en todo punto de A° por ser racional, tenemos que f es
parcialmente derivable en todo punto (z,y) € A°, con:

%) 1+ 22 +y?) — zy(2z 1— 2%+ y? o
f(wjy):y( i/) 222/( )yl ! ?;2) Vz.y) € A
oz (1+ 22 +y?) (1+ 22+ y?)
Por simetria, tenemos que:
of (1 —y* + 2?)
- = \ A°

Por tanto, los puntos criticos del interior de A son aquellos que cumplen la
condicién necesaria de extremo relativo, Vf(x,y) = 0. En este caso, los puntos
criticos del interior de A son los puntos (z,y) € A° tales que y =0 0 x = 0.

y(l—a*+y*) =0
r(l—y*+2%) =0

Como 2% + 3% < 1, tenemos que x> < 1. Por tanto, tenemos que 1 — 2% + 3% >

1 — 22 > 0, luego la primera ecuacién solo se da para y = 0. Anslogamente, la
segunda ecuacion solo se da para x = 0. Por tanto, el iinico punto critico del interior
de A es el punto (0,0) € A°, con f(0,0) = 0.
Nos falta por estudiar la frontera de A. Tenemos que Fr A = 5(0, 1), la circunfe-
rencia unidad centrada en el origen, que podemos parametriar como:
FrA={(z,y) € R* |z = cost,y = sent,t € [, |}
Para (z,y) = (cost,sent), tenemos que:
F(cost ) costsent costsent  sen?2t
cost,sent) = = =
’ 1+ cos?t + sen?t 2 4

Por tanto, nos definimos la siguiente funciéon auxiliar:

h: [-m,7] — R
sen 2t
t —> beT
Tenemos que h es una funcién real de variable real. Como es polinémica, es
derivable en todo punto de | — 7, 7[, por lo que los puntos criticos de su interior son
aquellos que anulan la primera derivada:
2 cos 2t
B (t) =
(1) = 2%
Usando que t € [—, 7], tenemos que los puntos que anulan h’ son {—7/4, 7/4, 37/ —37/4}.
Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos absolutos de h son {4, £7/4, £37/4}.
Tenemos que:

T 3T 1 T 3T 1
h(—7)=h(z) =0 & <Z> —h (Z) -5 b <_Z> _ (_Z) -
Por tanto, h ([—m,7]) = f(Fr A) = [—1, 1]. Por tanto, tenemos que la imagen de

f es:

=0<«=cos2t=0

s =|-3.3]
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Ejercicio 2.3.9 (Ordinaria DGIIM 2023-24 Incidencias). Calcula la imagen de la
funcion f: A — R, donde

A={(z,y) eR* |2+’ <1, y>0} vy flzy)=2"+y"—z—y
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2.4. Funciones Implicitas
Ejercicio 2.4.1. Probar que el sistema de ecuaciones

et cos(y +v) — 2 +y* =0
e sen(y +v) — 2zy =0

define funciones implicitas v = u(z,y) y v = v(z,y), diferenciables en un entorno
del punto (1,0) , con u(1,0) = —1 y v(1,0) = 0. Calcular las derivadas parciales de
u y v en dicho punto.

Sea Q=RYe T,y F=(F,F):Q— R?definida por:

Fi(z,y,u,v) = e cos(y +v) — 2° + ¢?

T sen(y + v) — 2zy

F2($7 Y, u, U) =e"

Tenemos que ambas componentes de F son de clase C'(R?), ya que son suma,

producto y composicién de funciones de clase C'': exponencial, el seno, el coseno, y
funciones polinémicas. Por tanto, tenemos que F' € C'(R* R?).

Evidentemente, (1,0,—1,0) € Q y F(1,0,—1,0) = (0,0). Falta por comprobar

que:
O(F, Fy)
det (W(l, 0, —1, O)) 7é 0

Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F en el punto (1,0, —1,0). Para ello,
dado un punto genérico P = (z,y,u,v) € {2, tenemos que:

CP) = et cosly +v) — 20 SHP) = —ettseny + )+ 2y
%(p) = € cos(y + v) %(P) = —e"gen(y + v)
%(P) =" sen(y +v) — 2y %—};Z(P) =" cos(y +v) — 2z
%(p) _ "+ gen(y + v) %(P) — e cos(y + v)

En particular, en el punto Py = (1,0, —1,0) tenemos que:

OF, . OF, __  OR,_ .  OF _
%(Po)——L 8_y(PO)_O’ %(Po)—L % (Fo) =0
OF, . OR,_ OF,_ . OF,

o T =0 G R = ol G R =05 )=

Por tanto, la matriz jacobiana de F' en el punto F, es:

-1 0 10
JF(PO):(O -1 0 1)
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Por tanto, el determinante que nos interesa es:

o (52 my) - ’

0
O(u,v) 1

—170

O =

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R2, con
(1,0) € U, de manera que F' define funciones implicitas u,v : U — R, diferenciables
en U, con u(1,0) = —1y v(1,0) = 0, tales que:

Fy(z,y,u(z, y), v(z,y)) =0
{ Fy(x,y,u(z,y),v(z,y)) =0 V(r,y) €U (2.1)

Nos falta ahora por calcular las derivadas parciales de u y v en el punto (1,0).
En la Ecuacién 2.1, tenemos dos funciones de dos variables idénticamente nulas,
por lo que sus derivadas parciales han de ser idénticamente nulas en todo punto de
U. Entonces, si abreviamos entendiendo que todas las funciones se evalian en un
punto genérico (x,y) € U, tenemos que las derivadas parciales respecto de x de la
Ecuacion 2.1 son:

ou ov
u+x 1 _ putx -9 —
e ( + 8:6) cos(y +v) — e" " sen(y + U)ax x =0
ou v
u+x u+x _ —
e <1 + _8x> sen(y + v) + " cos(y + U)&E 2y 0

Evaluando en el punto (1,0), como u(1,0) = —1 y v(1,0) = 0, tenemos que:

du v
—141 141 9 _
e 1+ 6x(1’ 0) ) cos(0) —e sen(O)ax(l, 0)—2 =0
ou ov
—141 —141 0 —
e 1+ &E(l’ 0) | sen(0) +e cos(O)am(l, 0)—0 =0

Por tanto, tenemos que:

ou ov

—(1,0) =1 —(1,0) =0
8x( 0) 8x( 0)
De manera analoga, las derivadas parciales respecto de y de la Ecuacion 2.1 son:
0 0
e“*“”a—z cos(y + v) — e sen(y + v) (1 + a—;) +2y =0

9] 9]
e“”a—z sen(y + v) + " cos(y + v) (1 + 8—;) —2x =0

Evaluando en el punto (1,0), como u(1,0) = —1 y v(1,0) = 0, tenemos que:

ou ov
—1+1 14 _
e ay(l, 0) cos(0) — e sen(0) (1 + ay(l, O)) +0 =0
ou ov
—1+1 —141 9 _
e ay(l, 0)sen(0) + e cos(0) (1 + 8y(1’ 0)) 2 =0
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Por tanto, tenemos que:

ou ov
Z2(1,0)=0 oy (L0 =1

En resumen, las derivadas parciales de u y v en el punto (1,0) son:

ou ou ov ov

Ejercicio 2.4.2. Probar que la ecuacién
ryz +In(z —5) — 22 — 2y — 22%y* = 0

define una funcién implicita z = z(z, y), diferenciable en un entorno del punto (1, 1),
con z(1,1) = 6. Calcular Vz(1,1).

Sea Q = {(x,y,2) € R®: 2 > 5}. Tenemos que (2 es la imagen inversa de |5, +-00|
por la proyeccién en la tercera componente, que es continua. Por tanto, {2 es abierto.
Definimos la funcién F': 2 — R como:

F(m,y,z) =ayz + lIl(Z — 5) — Qr — Qy _ 2:1323;2

Claramente, se verifica que Py = (1,1,6) € Q y F(1,1,6) = 0. Tenemos que la
funcién g : © — R definida como g(z,y, z) = In(z — 5) es de clase C'(2), ya que es
composicién de una funcién polindémica (C*(R?)) que, en €, toma valores en RT, con
la funcién logaritmo (C'(RT)). Por tanto, como F es suma g con funciones polinémi-

F
cas (C'(9)), tenemos que F' € C1(2). Nos falta comprobar que det (g—g(P@) # 0.

Tenemos que:

oF 1 oF 1
— = —— = —(R)=14——==2+#0

Por tanto, por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto
U C R?, con (1,1) € U, de manera que F define una funcién implicita z : U — R,
diferenciable en U, con z(1,1) = 6, tal que:

F(z,y,z(z,y)) =0 V(z,y) €U

Nos falta por calcular Vz(1,1). Para ello, en U, tenemos que F(z,y, z(z,y)) = 0,
por lo que sus derivadas parciales respecto de x e y han de ser idénticamente nulas.
Por tanto, evaluando todas las funciones en un punto genérico (z,y) € U, tenemos
que:

0z 1 0z

T2 Ax® =0
yz+xy8x+z—58$ it

0z 1 0z

T 9 4Py =0
xz+xyay+z_5ay Ty
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Evaluando en el punto (1,1), como z(1,1) = 6, tenemos que:

0z 1 0z
— (1,1 — (1, 1)—2—-4=
0z 1 0z
—(1,1 ——(1,1)—2—-4 =

Por tanto, tenemos que:

0z 0z

Por tanto, Vz(1,1) = (0,0).
Ejercicio 2.4.3. Probar que el sistema de ecuaciones

zad +whyd =1
2zw® +xy? =0

define funciones implicitas z = z(z,y) y w = w(z,y), diferenciables en un entorno
del punto (0,1) , con 2(0,1) = 0 y w(0,1) = 1. Probar también que la funcién
(x,y) = (2(z,y),w(z,y)) es inyectiva en un entorno de (0, 1).

Sea Q=R*e T,y F = (F, F3) : Q — R? definida por:

Fi(z,y, z,w) = za® +w?y® — 1
Fy(z,y, z,w) = 2z2w° + xy?
Tenemos que ambas componentes de F son de clase C*(R*) por ser polinémicas,

por lo que F € C'(R* R?). Ademés, trivialmente se tiene que Py = (0,1,0,1) € Q
y F(0,1,0,1) = (0,0). Nos falta por comprobar que:

det (%(0, 1,0,1)) 20

Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F' en el punto (0,1,0,1). Para ello,
dado un punto genérico P = (x,y, z,w) € {2, tenemos que:

8F1 8F1 8F1 8F1
2 (P) = 2 -1 P) = 2,2 -1 P) = 3 —(PY=2 3
5 (P) =82 GL(P) = dutyt TP = GL(P) = 2wy
OF, oF, oF, oF,
—=(P) =147 —(P)=2 —(P) =2uw® ——=(P) = 6zw?
(P =y GE(P)=2my  TR(P) =20’ G(P) =6
Por tanto, en el punto Py = (0, 1,0, 1) tenemos que:
03 0 2
JF(PO)_(1 0 2 0)
Por tanto, el determinante que nos interesa es:
O(F, Fy) 0 2
det | ——=(F, = =—4+#0
€ ( 8(z,w) ( 0) 2 0 7&
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Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R2, con
(0,1) € U, de manera que F define funciones implicitas z,w : U — R, diferenciables
en U, con z(0,1) =0y w(0,1) =1, tales que:

Fl(x7y7z(x7y>7w(xay>> =0
{ Fy(z,y, 2(z,y),w(v,y)) =0 V(z,y) €U (2.2)

Nos falta ahora por probar que la funcién h : U — R? definida como h(z,y) =
(z(x,y), w(z,y)) es inyectiva en un entorno de (0, 1). Para ello, buscamos aplicar el
teorema de la funcién inversa local en el punto (1,0).

En primer lugar, calculamos Jh(0, 1). Para ello, calculamos las derivadas parcia-
les de z y w en el punto (0,1). En U, tenemos que F(z,y, z(x,y), w(x,y)) = 0, por
lo que sus derivadas parciales respecto de x e y han de ser idénticamente nulas. Por
tanto, evaluando todas las funciones en un punto genérico (x,y) € U, tenemos que
las derivadas parciales respecto de x son:

3za® + :c?’% + 2wy3’g—z} =0
30z 5 Ow

2w — =
9z + 62w? o +4°=0

Ahora, buscamos las derivadas parciales respecto de x en un punto genérico
(z,y) € U:

8,2( ) 2wy 9L + 3207 6zw? 22 4 42
e .CE, = — - = ——
oz Y x3 2w3
0 0
== 4w4y3—w + 62wz? = 6zx3w2—w + P =
ox ox
. 8w( - Y23 — 6zadw?
x
oz Y dwy3 — 6zr3w?
Por tanto,
$37 zZTrTw 2 ZU)
%(l’ ) = _6Zw2 4yw4 66z:1:3w2 + y _ _321'3 ) 2w2 = —3zx3 + y
gz Y 2w3 2w3

En concreto, en el punto (0,1), como 2(0,1) =0y w(0,1) = 1, tenemos que:

0z 1 ow
%(07 1) - 5

Anélogamente, las derivadas parciales respecto de y son:

50z ;0w
2 —_— =
8y+ wy® ay + 3w?y® =0

0z 5 Ow
2L — 4+ 22y =
ay+6zw 8y+ xy =0
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Buscamos las derivadas parciales respecto de y en un punto genérico (z,y) € U:

2 0w

Oz 2wy3aw + 3w?y? 32w G 4y
8_(x’y B x3 T w3
0 0
— 20t Y 1 3wy = 32023 4 oty —
dy dy
ow xty — 3wiy?
- G_y(x’ v) = 2wiy3 — 3zw2ad
Por tanto,
xX w 4_ w4
8Z< )_ 3211)2 leyyg,%—i—l’y SyZW%‘i‘Iy
dy HYI= w3 w3

En concreto, en el punto (0, 1), como 2(0,1) =0y w(0,1) = 1, tenemos que:

0z ow 3
Z200.1) = 2201 = -2

Por tanto, la matriz jacobiana de h en el punto (0, 1) es:

Jh(0,1) = ( (1)/2 _2/2 )

En un punto genérico, tenemos que:

3. 2 —6z2w? z*—3wy
32T " 2w2y3—3zz3 + y 3yZ " 2w2yP—3203 +ay
a 2w B w3

y2x3 — 6zx3w? x4y — 3w4y2

dwty? — 6zx3w? 2wty — 3zw?x3

Empezamos ahora a comprobar las hipétesis del teorema de la funcién inversa
local en el punto (0,1) para la funcién h. Claramente, h es diferenciable en U, ya
que ambas componentes son diferenciables en U. Ademds, se tiene que (0,1) € U.
También se tiene que det Jh(0,1) = 3/4 # 0, por lo que solo falta comprobar que Dh
es continua en (0, 1).

En la matriz Jh(z,y), tenemos que todas las parciales son continuas en (0, 1),
por lo que Dh es continua en (0,1). Por tanto, se cumplen todas las hipdtesis del
teorema de la funcién inversa local en el punto (0,1) para la funcién h, por lo que
existe un abierto V' C R? con (0,1) € V tal que h es inyectiva en V.

Ejercicio 2.4.4. Probar que el sistema de ecuaciones

{ tcosx +xcosy+ycost =m

2+ +y?—to = 72
define funciones implicitas x = z(t) e y = y(t), derivables en un entorno del origen,
con z(0) =0 e y(0) = . Calcular 2/(0) e ¥/(0).
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SeaQ=R3*e T,y F=(F,F):Q— R? definida por:

Fi(t,z,y) =tcosx + xcosy +ycost —
By(t,x,y) =t +2° +9* — to — 7°
Tenemos que ambas componentes de F son de clase C1(R3) por ser producto de

polinémicas con trigonométricas, por lo que F € C*(R?, R?). Ademads, trivialmente
se tiene que Py = (0,0,7) € Q y F(0,0,7) = (0,0). Nos falta por comprobar que:

O(F1, Fy)
det( oe.y)

Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F' en el punto (0,0, 7). Para ello,
dado un punto genérico P = (t,xz,y) € €2, tenemos que:

(o,o,n)) £0

OF' OF' OF'
8_161(P) =cosz —ysent 8_951(]3) = —tsenz + cosy 8_y1(P) = —xseny + cost
OF, OF, OF,
—(P) =2t — —(P)=2z—1 —(P)=2
Py =t Py =2 SR =2y
Por tanto, en el punto Py = (0,0, 7) tenemos que:
1 -1 1
TF(R) = ( 0 0 2« )
Por tanto, el determinante que nos interesa es:
O(Fy, Fy) -1 1
det (W(PO) = 0 o = =27 7é 0

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R,
con 0 € U, de manera que F' define funciones implicitas x,y : U — R, diferenciables
en U, con z(0) =0y y(0) = =, tales que:

Fi(t,z(t),y(t) =0
{Fz@,x(t),y(t)) _o  YteU (2.3)

Nos falta ahora por calcular 2/(0) e y'(0). Para ello, para todo t € U, se tiene que
F(t,z(t),y(t)) = 0, por lo que sus derivadas respecto de ¢ han de ser idénticamente
nulas. Por tanto, evaluando todas las funciones en un punto genérico t € U, tenemos
que:

cosx — tsenxa’'(t) + cosyx'(t) — xsenyy'(t) + costy'(t) — ysent =0
2t + 2zx' () + 2yy'(t) —x — ta'(t) = 0

Evaluando en el punto ¢t = 0, como z(0) = 0 e y(0) = 7, tenemos que:

1—2'(0)+4'(0)=0
27y (0) =0

Por tanto, tenemos que:
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Ejercicio 2.4.5. Probar que el sistema de ecuaciones

Bu—yud+ad -y =0
(22 + y*)(u* + o)+ 2uv =0

define funciones implicitas v = u(z,y) y v = v(z,y), diferenciables en un entorno
del punto (1,0), con u(1,0) =1 y v(1,0) = —1. Calcular las derivadas parciales de
uy v en el punto (1,0).

Sea Q=R'e T,y F=(F,F):Q— R? definida por:

3 3

Fi(z,y,u,v) = 2%u — yu® + 20 — 3%

By(z,y,u,v) = (2% + y*) (u* + ) + 2uv
Tenemos que ambas componentes de F son de clase C*(IR*) por ser polinémicas,

por lo que F' € C*(R* R?). Ademds, trivialmente se tiene que Py = (1,0,1,—1) € Q
y F(1,0,1,—1) = (0,0). Nos falta por comprobar que:

o (21011 o

Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F en el punto (1,0, 1, —1). Para ello,
dado un punto genérico P = (z,y,u,v) € €2, tenemos que:

%(P) = 32%u + v* aa—I;I(P) = —u® — 3y*v
%(P) = 2% — 3yu? %(H = 3a0® -y’

O () = 2a(ut + %) %—ZQ(P) = 2y(ul + o)
%(P) = 4ud(2? + y2) + 2v %(P) = 40’ (2® + y?) + 2u

Por tanto, en el punto Py = (1,0,1, —1) tenemos que:

2 -1 1 3
JF(PO):(4 0 2—2)

Por tanto, el determinante que nos interesa es:

(S| 3

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R2, con
(1,0) € U, de manera que F' define funciones implicitas u,v : U — R, diferenciables
en U, con u(1,0) =1y v(1,0) = —1, tales que:

Fy(z,y,u(z,y),v(r,y)) =0
{ Fy(x,y,u(x,y),v(x,y)) =0 V(z,y) €U (2.4)
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Nos falta ahora por calcular las derivadas parciales de u y v en el punto (1,0).
Tenemos que, en U, se tiene que F(z,y,u(z,y),v(r,y)) es idénticamente nula, por
lo que sus derivadas parciales respecto de x e y han de serlo también. Por tanto,
evaluando todas las funciones en un punto genérico (z,y) € U, tenemos que:

32%u + x %—3 U %+v +3xv2%—y gZ—O
22 (ut +v*) + 4(2* + ) (u gu +v 2512) +2 (vg—z+ug—2) =0

Evaluando en el punto (1,0), como u(1,0) =1y v(1,0) = —1, tenemos que:

ou ov
N -1 (1 =
3+a (1,0) +38x(,0) 0

ou ov ou ov
4—1—4((%(1 0)_8_<1 O)>+2(—%(1 0) + ax(l,O)) =0
Es decir, tenemos que:

ou ov
2 1 —(1 =
+8( 0)+38x( ,0)=0

442 (gzu 0) — gw(1,0)> =0

Por tanto, tenemos que:

ou ov
—(1,0) = =2 1
(‘91'( ,0) 8x( 0)=0
Anélogamente, las derivadas parciales respecto de y son:
8u ,0u 5 OV ov
—3yu®— +31* — —3yfv -y’ — =0
8y —? yuay—i- xvay yv y&y
ou ov ou ov
ulut + vh) + A2 + 12 3ou ov 9 [ 2= — ) =
y(u* +v*) + 4(x +y)(u ay+vay)+ (U8y+uay)

Evaluando en el punto (1,0), como u(

U ov
—(1,0) =1+ Sa—y(l,O) =0

1
)
dy

4 (gZQ 0) - 22(1,0)) +2 (

,0) =1y wv(1,0) = —1, tenemos que:
ou v

—— (1,0 —(1,0) ) =0
S0+ 5 0)

Es decir, tenemos que:

Por tanto, tenemos que:
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Ejercicio 2.4.6 (Prueba DGIIM 2022-23 y 2023-243). Probar que la ecuacién
sen(yz) + sen(zz) + sen(xy) = 0

define una funcién implicita z = z(x, y), diferenciable en un entorno del punto (7, 0)
con z(m,0) = 1. Calcular Vz(r,0).

Sea 2 = R?, que claramente es abierto, y ' : Q — R definida como:
F(z,y,z) =sen(yz) + sen(xz) + sen(zy)
Tenemos que F' es de clase C*(R?) por ser suma de funciones de clase C*(R?),
y cada sumando es de clase 1 por ser composicion de funciones de funciones po-

linémicas (C'(R?)) con la funcién seno (C'(R)). Ademds, trivialmente se tiene que
Py = (m,0,1) € Qy F(m,0,1) = 0. Nos falta por comprobar que:

det @—Z(PO)) £0

Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F' en el punto (7,0,1). Para ello,
dado un punto genérico P = (z,y, z) € €2, tenemos que:

g_i(P) = zcos(xz) + y cos(xy)
Z_Z(P) = zcos(yz) + x cos(zy)
oF

a(P) = ycos(yz) + = cos(xz)

Por tanto, en el punto Py = (7,0, 1) tenemos que:
JF(P)=(-1 147 —7)

Por tanto, el determinante que nos interesa es:

det <88F(P0)) — 40

z

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R?, con
(m,0) € U, de manera que F define una funcién implicita z : U — R, diferenciable
en U, con z(m,0) = 1, tal que:

F(z,y,z(z,y)) =0 V(z,y) e U (2.5)

Nos falta ahora por calcular Vz(7,0). Para ello, para todo (x,y) € U, se tiene
que F(z,y,z(z,y)) = 0, por lo que sus derivadas parciales respecto de x e y han

3Se repitié ambos afios.
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de ser idénticamente nulas. Por tanto, evaluando todas las funciones en un punto
genérico (x,y) € U, tenemos que:

0z 0z
ycos(yz)% + (z + x%) cos(xz) + ycos(zy) =0

(z + y?—Z) cos(xy) + x cos(:vz)g—; + z cos(zy) =0

Evaluando en el punto (7,0), como z(w,0) = 1, tenemos que:

0z 0z 1
- (1+7r%(7r,0)) =0= ax(ﬂ 0) =

s
0z 0z 1+
1 _— —_— pu— —_— p—
7T8y(7T,O)+7T 0:>ay(7r,0) -

Por tanto,

—-11

V(r,0) = (—, +7T)
T T

Ejercicio 2.4.7 (Ordinaria DGIIM 2023-24). Probar que el sistema de ecuaciones

2 +y? — 2uv =0
{ 4yt +ud -0t =0
define funciones implicitas u = u(z,y) y v = v(x,y), diferenciables en un entorno
del punto (1, —1), con u(1,-1) =v(1,1) = —1.
Probar también que la funcién (x,y) — (u(z,y),v(z,y)) es de clase C! e inyectiva
en un entorno del punto (1, —1).

Ejercicio 2.4.8 (Ordinaria DGIIM 2022-23). Probar que el sistema de ecuaciones
e"Yeos (zv+yu)+u =0
e"™ Ysen (xv +yu)+v =0

define funciones implicitas u = u(z,y
del origen , con u(0,0) = —1 y v(0,0)
en el origen.

y)y v(x,y), diferenciables en un entorno
= Calcular las derivadas parciales de u y v

Sea Q = R%, que claramente es abierto, y F' = (F}, F) :  — R? definida como:

TU—YV

Fi(z,y,u,v) =e cos (zv + yu) +u

TU—Yv

Fy(x,y,u,v) =e sen (zv + yu) + v

Tenemos que F es de clase C*(R?) por ser suma de funciones de clase C*(R?),
y el primer sumando es de clase 1 por ser producto de funciones de clase C''(R?).
Ademas, trivialmente se tiene que Py = (0,0,—1,0) € Q y F(0,0,—1,0) = (0,0).
Nos falta por comprobar que:

det (%(P@) #0
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Para ello, buscamos la matriz jacobiana de F' en el punto (0,0, —1,0). Para ello,

dado un punto genérico P = (x,y, u,v) € €2, tenemos que:

%(P) — eTu—yv (u COS (IL’U + yu) — vsen (m'U + yu))
%_J;I(P) = ™™ (—vcos (zv + yu) — usen (zv + yu))
0F; _
oy (D) = "7 (wcos (zv +yu) — ysen (2v +yu)) +1
F
%(P) = €™V (—ycos (zv + yu) — zasen (v + yu))
?(P) — pTuTyv (u sen ([L"U + yu) + v cos (xv + yU))
X
F.
%_;(P) = "7V (—vsen (zv + yu) + uwcos (xv + yu))
%(P) = ™™ (wsen (zv + yu) +y cos (zv + yu))
aFQ TU—Yv
W(P) =e (—ysen (xv + yu) + x cos (zv +yu)) + 1

Por tanto, en el punto Py = (0,0, —1,0) tenemos que:

-1 0 10
‘]F(PO):(O —101)

Por tanto, el determinante que nos interesa es:

det (—G(Fl’ )

D, ) (P0)>:’(1) (1)‘:17‘0

Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que existe un abierto U C R2, con
(0,0) € U, de manera que F' define funciones implicitas u,v : U — R, diferenciables

en U, con u(0,0) = —1y v(0,0) = 0, tales que:

Fi(z,y,u(x,y),v(z,y)) =0
{ Fy(x,y,u(z,y),v(z,y)) =0 V(z,y) e U

(2.6)

Nos falta ahora por calcular las derivadas parciales de u y v en el punto (0,0).
Tenemos que, en U, se tiene que F'(z,y,u(z,y),v(r,y)) es idénticamente nula, por
lo que sus derivadas parciales respecto de = e y han de serlo también. Por tanto,
evaluando todas las funciones en un punto genérico (x,y) € U, tenemos que sus

derivadas parciales respecto de z son:

etiTYY — U+ ma—u — @ cos (zv +yu) — v+ x@ + % sen (7v + yu)
""" Ve Y or " You )
ety _ U+ ZL‘% — @ sen (zv +yu) + | v+ x% + 8_u cos (zv + yu)
i or Yoz Y or " Vox Y |
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Evaluando en el punto (0,0), como u(0,0) = —1 y v(0,0) = 0, tenemos que:

ou ov
5(0,0)=1 22(0.0)=0

Anélogamente, las derivadas parciales respecto de y son:

ety x% —v— u cos (zv + yu) — x@ +u+ Ou sen (zv + u)— + gu _ 0
[\ 9y Yoy Y Ay Yoy YW1 oy T

ety x@ —v— u sen (zv + yu) + a:@ +u+ Ou cos (zv + u)— + v _ 0
L\ 9y Yoy Y Ay Yoy T

Evaluando en el punto (0,0), como u(0,0) = —1 y v(0,0) = 0, tenemos que:

ou ov
—(0,0) =0 —(0,0) =1
5, 0.0 50.0)
Ejercicio 2.4.9 (Ordinaria DGIIM 2023-24 Incidencias). Probar que el sistema de
ecuaciones
et eos(y +v) =axu—yv
e en(y +v) =zv+yu

define funciones implicitas v = u(z,y) y v = v(z,y), diferenciables en un entorno
del punto (0,1) , con u(0,1) =0y v(0,1) = —1. Calcular las derivadas parciales de
u y v en dicho punto.
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